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”Teaching problem solving is a problem! But like most other problems it can be
solved.”
John leBlanc
Tämän tutkielman teon myötä olen aloittanut oman matkani kohti kyseisen ongelman rat-
kaisua. Pitkällä en ole, mutta intoa täynnä. Monta ongelmanratkaisustartegiaa on jo hallus-
sa, mutta vielä useamman oppimiseen tähtään tulevaisuudessa.
Tutkielmassa perehdytään lukiogeometriaan ja sen opettamiseen. Luvut 2-6 sisältävät tut-
kielman teoriaosuuden. Luvussa kaksi käsitellään opettajien matematiikkakuvaa. Matema-
tiikkakuva vaikuttaa oleellisesti siihen, miten opettaja ajattelee, että matematiikkaa voi opis-
kella, oppia ja opettaa. Luvussa kolme tutustutaan hyvään matematiikkaan monelta kan-
nalta. Luvussa neljä tarkastellaan lyhyesti yliopistomatematiikkaa aineenopettajan näkö-
kulmasta. Lisäksi perehdytään siihen, miten lukion opetussuunnitelman keskeiset sisällöt
voidaan nähdä yliopiston geometrian kurssilla. Ylioppilastutkinnon rooli lukiossa on ai-
nakin nykyaan merkittävä, joten sitä sekä geometrian tehtäviä ylioppilaskirjoituksissa kol-
men edellisen vuoden aikana käsitellään luvussa viisi. Osaa näistä tehtävistä hyödynnetään
tutkielman tutkimusosiossa ongelmanratkaisutehtävinä. Kuudennessa luvussa käydään läpi
matemaattiseen ongelmanratkaisuun keskeisesti liittyviä käsitteitä ja teorioita. Kokeellisen
osan teoriatausta löytyy suurimmaksi osaksi luvusta 6.
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Luvut 7-13 sisältävät tutkimuksen varsinaisen kokeellisen osan. Luvussa 7 asetetaan tutki-
muskysymykset. Luvussa 8 kerrotaan tutkimuksen käytännön toteutuksesta. Luvussa 9 ra-
portoidaan tutkimustulokset. Luvussa 10 käsitellään tutkimuksen luotettavuutta. Johtopää-
tökset ja pohdinta löytyvät luvuista 11 ja 12. Kiinnostavia jatkotutkimusaiheita on pyritty
muotoilemaan lukuun 13.
Kokeellisen osan teoriatausta löytyy suurimmaksi osaksi ongelmanratkaisua käsitteleväs-
tä luvusta 6. Miksi keskittyä ongelmanratkaisuun? Lukion opetussuunnitelman perusteis-
sa vuodelta 2015 [32] todetaan opetuksen yleisten tavoitteiden kohdalla, että lukioaikana
opiskelija kehittää taitojaan hankkia ja soveltaa tietoa sekä ongelmanratkaisutaitojaan. Tässä
tutkielmassa ongelmanratkaisuun keskitytään matemaattisesta näkökulmasta. Tärkeä lähde
on George Pólyan kirja, jossa hän esittää ehdotuksensa siitä, miten ongelmia kannattaa rat-
kaista, ja painottaa, että menetelmä ei rajoitu matemaattisten ongelmien ratkaisuun vaan
kaikenlaiseen ongelmanratkaisuun.
Luova ongelmanratkaisu on yksi niitä taitoja, joissa ihminen on selvästi parempi kuin ko-
neet. Siksi taidon kehittäminen on tärkeää jopa jokaisessa aineessa lukiossa ja yleisem-
minkin kaikessa elämässä. Lukiolaisen kohdalla voidaan toki kyseenalaistaa opitun siir-
tovaikutus: matemaattiset ongelmanratkaisutaidot eivät välttämättä näy muilla elämän
osa-alueilla. Niistä on kuitenkin olettettavasti hyötyä esimerkiksi lähes missä vain jatko-
opinnoissa. Mitä enemmän voimme opettajina tukea ongelmanratkaisutaitojen kehittymistä
lukiolaisilla, sitä lähempänä olemme yhden oman opetuksellisen ongelmamme ratkaisua.
Mihin muita teoriaosuuden lukuja tarvitaan? Jotta voi osata opettaa, täytyy ymmärtää oppi-
mista mahdollisimman hyvin. Lisäksi täytyy tietää riittävästi siitä, mitä aikoo opettaa. Näitä
asioita on käsitelty muissa teoriaosuuden luvuissa 2-5. Tutkielmassa monesta asiasta on esi-
tetty vain pintaraapaisu, mutta tutkielman tekeminen ja tietojen karttuminen on toiminut
itselleni tiennäyttäjänä sen suhteen, miten haluan opetustani tulevaisuudessa suunnata.






Opettajien matematiikkakuvan ja erityisesti oman matematiikkakuvan pohtiminen on val-
mistuvalle opettajalle tärkeä aihe. Beyres [2] toteaa useiden tutkimusten osoittavan, että
opettajien asenteet matematiikkaa kohtaan ja uskomukset matematiikasta yhdessä luokka-
huonekäytänteiden kanssa vaikuttavat oleellisesti opiskelijoiden affektiivisen ja kognitiivi-
sen toiminnan muotoutumiseen. Matematiikkakuvamme vaikuttaa siis siihen, miten opis-
kelijamme oppivat. Anu Pietilä [35] on tutkinut väitöskirjaansa varten luokanopettajaopis-
kelijoiden matematiikkakuvaa, mutta hänen tutkimuksensa voi auttaa ymmärtämään myös
matematiikkakuvan merkitystä opettajalle ylipäätään. Pietilän mukaan matematiikkakuva
muodostuu erilaisista osa-alueista, joita ovat tieto, käsitykset, uskomukset, asenteet ja tun-
teet. Lisäksi sen muodostumiseen vaikuttavat itsetunto ja itseluottamus. Hän jakaa mate-
matiikkakuvan kahteen komponenttiin:
1) Kuva itsestä matematiikan oppijana ja opettajana.
2) Kuva matematiikasta ja sen opettamisesta ja oppimisesta.
Pietilän mukaan molemmat komponentit koostuvat pienemmistä osista. Ensimmäinen kom-
ponentti sisältää matematiikkaan liittyvät tavoitteet, motiivit, tunteet ja arvion omista ky-
vyistä sekä käsityksen matematiikan käyttökelpoisuudesta. Toinen komponentti sisältää kä-
sityksen siitä, mitä minkälaista matematiikka on, miten matematiikkaa opitaan ja miten
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matematiikkaa opetetaan. Lisäksi osiin jakamista voidaan jatkaa. Esimerkiksi toinen kom-
ponentti sisältää myös sen, miten opetus tulee järjestää ja minkälaiset ovat opettajan ja
oppilaan roolit.
Matematiikan pitkästä oppimärästä lukion opetussuunnitelman perusteet vuodelta 2015 sa-
noo johdanto-osuudessa muun muassa seuraavaa:
’’Pitkän matematiikan opinnoissa opiskelijalla on tilaisuus omaksua matemaat-
tisia käsitteitä ja menetelmiä sekä oppia ymmärtämään matemaattisen tiedon
luonnetta”
Tuntuu selvältä, että opiskelemalla matematiikkaa on mahdollista omaksua matemaattisia
käsitteitä ja menetelmiä. Esimerkkejä näistä (ympyrän yhtälö, eksponenttifunktio tai ite-
rointi) keksii nopeasti. Sen sijaan matemaattisen tiedon luonne, jota opiskelijan tulisi oppia
ymmärtämään, on hankalammin hahmotettava käsite. Oma matematiikkakuvamme vaikut-
taa siihen, minkälaisena näemme matematiikan ja minkälaista käsitystä matematiikan luon-
teesta pyrimme välittämään opiskelijoillemme tai oppilaillemme. Käsityksemme matemaat-
tisen tiedon luonteesta on jollakin tavalla muodostunut synteesinä niistä matematiikkakäsi-
tyksistä, joihin olemme perhtyneet ja jotka vahvimmin vallitsevat esimerkiksi opiskeluaika-
namme. Käsitys matemaattisen tiedon luonteesta on yksi matematiikkakuvan osa-alue, joka
liittyy aiemmin mainittuun käsitykseen siitä, minkälaista matematiikka on [35].
2.1 Proseduraalinen ja konseptuaalinen tieto
Matematiikan filosofiassa matematiikka voidan nähdä lukuisilla eri tavoilla. Yksi tyypillinen
tapa nähdä matemaattinen tieto on jakaa se proseduraaliseen ja konseptuaaliseen tietoon
[11], [34]. Lenni Haapasalo on kirjoituksessa ”Pitääkö ymmärtää voidakseen tehdä vai teh-
dä voidakseen ymmärtää” [11] eritellyt konseptuaalista tietoa (käsitteellinen tieto) ja pro-
seduraalista tietoa (menetelmätieto), niiden suhdetta toisiinsa sekä niiden roolia valitessa
sopivaa lähestymistapaa jonkin matematiikan aihealueen opettamiseksi. Haapasalo on pe-
rehtynyt aiheeseen liittyvään kirjallisuuteen laajasti ja tehnyt siihen liittyvää tutkimusta,
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joten käytän hyödyksi hänen määritelmiään. Proseduraalista tietoa Haapasalo luonnehtii
seuraavasti:
Proseduraalinen tieto tarkoittaa dynaamista ja tarkoituksenmukaista sääntöjen,
menetelmien tai algoritmien (toimintakaavojen) suorittamista käyttäen hyväksi
tiettyjä esitystapoja. Tämä edellyttää tavallisesti näiden esitystapojen pohjana
olevien tietojärjestelmien syntaksin ja esitysmuotojen ymmärtämistä, mutta ei
sen sijaan välttämättä näiden ominaisuuksien tietoista ajattelmista, ainakaan
mikäli suoritus on automatisoitunut.
Lyhyesti sanottuna proseduraalisen tiedon voidaan ajatella tarkoittavan operaatioiden ja al-
goritmien käyttötaitoa, joka automatisoituu harjoittelemalla laskurutiinia. Konseptuaalisen
tiedon Haapasalo määrittelee seuraavasti:
Konseptuaalinen tieto on semanttinen verkko, jonka solmujen ja linkkien tulkit-
semiseen ja rakentamiseen yksilö kykenee osallistumaan, tiedostaen ja ymmär-
täen toimintansa perusteet sekä logiikan. Solmut ja linkit voivat olla esimerkiksi
käsitteitä tai niiden attribuutteja, proseduureja, toimintoja, näkökulmia tai jopa
ongelmia.
Konseptuaalinen tieto on siis käsitteiden ja periaatteiden sekä niiden keskinäisten suhtei-
den ymmärtämistä ja taitoa soveltaa niitä eri asiayhteyksissä. Konseptuaalinen tieto kasvaa
vähitellen omien päättely- ja ajatteluprosessien myötä.
Proseduraalisen ja konseptuaalisen tiedon rooleista ja keskinäisestä suhteesta voidaan olla
todellakin montaa mieltä, muun muassa siitä, kumpi on välttämätön tai riittävä ehto toi-
selle vai onko kumpikaan, ja kumpaa hyödyntämällä matematiikkaa kannattaa lähestyä eri
oppimisen vaiheissa. Näitä rooleja edellä mainittu Haapasalo on eritellyt ja analysoinut tar-
kemmin. Näkemys roolesta ja suhteesta vaikuttaa vahvasti siihen, miten opettaja järjestää
opetuksensa, minkälaista uutta tietoa oppimiseen ja opettamiseen liittyen hän on valmis ot-
tamaan vastaan ja mitkä tiedot hän arvostaa oppijoiden oppimisprosesssin kannalta ensiar-
voisen tärkeiksi missäkin oppimisen vaiheessa. Haapasalo korostaa sitä, että vaikka opetuk-
sessa painottuisi kumman tahansa tiedon (proseduraalisen tai konseptuaalisen) muodos-
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tuminen ensisijaisesti ja välttämättömänä ehtona toiselle, myös toinen tiedon syntymisen
luonne on aina läsnä.
Miten edellä esitettyä tapaa nähdä matematiikka voidaan sitten hyödyntää? Esimerkiksi
tehtävien luokittelu proseduraalisiin ja konseptuaalisiin on haastaava edeltävien määritel-
mien perusteella. Haapasalo [11] rinnastaakin matemaattisen aihealueen oppimisprosessin
suunnittelemisen ja toteuttamisen purjehdusparadoksiin: Jos purjehduskilpailussa maail-
man ympäri lähtösatama voidaan valita vapaasti, muutaman päivän kuluttua on mahdo-
tonta sanoa, kuka johtaa kilpailua puhumattakaan voittajan valitsemisesta. Haapasalo [11]
esittelee kaksi pedagogista lähestymistapaa, joiden avulla voidaan linkittää proseduraalis-
ta ja konseptuaalista tietoa. Kehityksellisessä lähestymistavassa proseduraalinen tieto näh-
dään välttämättömänä edellytyksenä konseptuaalisen tiedon muodostumiselle. Koulutuk-
sellisessa lähestymistavassa pyritään hankkimaan ensin konseptuaalista tietoa, jonka jäl-
keen voidaan saavuttaa proseduraalista tietoa. Opettajan täytyy harkita suunnitellessaan
opetustaan, kumpi lähestymistapa on sopivampi ohjaaman opetusta ja oppimista tietyn ai-
healueen kohdalla. Onko hyvä opetella etsimään funktion suurinta arvoa mekaanisesti de-
rivaatan nollakohdasta ja välin päätepisteistä ja luottaa, että vähitellen kehittyy ymmärrys
siitä, miksi näin tehdään? Vai onko parempi varmistaa, että opiskelijat ovat ymmärtäneet,
miksi mahdollinen suurin arvo löytyy derivaatan nollakohdasta, jossa funktion kuvaaja voi
vaihtaa suuntaa ja luottaa, että sen jälkeen aihealueen tehtävien ratkaiseminen on helppoa?
2.2 Matematiikkakuva ja matematiikkauskomukset
Matematiikan luonnetta voidaan eritellä edellä esitettyjen lisäksi myös monilla muilla ta-
voilla. Kuvatessaan matematiikan luonnetta artikkelissa Matemaattinen ajattelu ja ymmär-
täminen Erkki Pehkonen [34] pitää seuraavia kolmea näkökulmaa tärkeimpinä:
1) Matematiikka on ”työkalupakki”, josta otetaan esille sovellutuksissa tarvitta-
vat ”työkalut”.
2) Matematiikka on formaali systeemi, jossa keskeistä on täsmällinen kieli ja
loogisesti pätevät todistukset.
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3) Matematiikka on prosessi, jossa uutta tietoa syntyy väitteiden ja vastaväittei-
den kautta.
Pehkosen mukaan jokaisen yksilön matematiikkakuva koostuu näistä kolmesta näkökulmas-
ta, mutta eri suhteissa. Se, miten matematiikan opettaja edesauttaa lukion opetussuun-
nitelmassa nimettyä matemaattisen tiedon luonteen ymmärryksen oppimista, riippuu siis
vahvasti opettajan omasta matematiikkakuvasta. Erkki Pehkonen on tutkinut myös suoma-
laisten professorien matematiikkakuvaa [34]. Hänen päätelmänsä oli, että matematiikan
formalismi-aspekti, jossa matematiikassa keskeistä on täsmällinen kieli ja loogisesti pätevät
todistukset, ohjaa professorien toimintaa opetuksessa.
Lukion opetussuunnitelman pitkän oppimäärän yleisiä tavoitteita on kahdeksan. Yksi niistä
on se, että opiskelija ”oppii näkemään matemaattisen tiedon loogisena rakenteena” [32].
Tämä ja kolme muuta yleistä tavoitetta sopivat näkökulmaan matematiikasta formaalina
systeeminä, kaksi muuta tavoitetta sopivat työkalupakki-näkökulmaan, yksi tavoitteista so-
pii prosessi-näkökulmaan ja yksi tavoitteista liittyy yleensä työskentelyn ja oppimisen tai-
tojen kehittymisestä. Näyttää siis siltä, että yleisissä tavoitteissa painotetaan formalismi-
aspektia. Em. professorien matematiikkakuvan ja opetussuunnitelman yleisten tavoitteiden
välillä voi halutessaan nähdä yhteyden. Yksi lukion pitkän matematiikan tavoitteista on val-
mistaa matematiikan yliopisto-opintoihin. Matematiikan professorit varmasti vaikuttavat se-
kä yleiseen näkökulmaan ja keskusteluun matematiikasta ja sen luonteesta että erityisem-
min opetussuunnitelman perusteiden muotoutumiseen. Näin on loogista, että professorien
matematiikkakuva voi näkyä opetussuunnitelmassa. Lisäksi se välittyy opetusmenetelmien,
ohjauksen, sanavalintojen, valittujen tehtävien ja materiaalien jne. kautta yleisesti yliopisto-
opiskelijoille ja erityisesti lukion opettajiksi päätyville yliopisto-opiskelijoille, joita professo-
rit opettavat. Vastaavasti voi ajatella, että lukion opettajien matematiikkakuva välittyy lukio-
opiskelijoille.
On siis tärkeää, että lukion opettajaksi suuntautuvalla opettajalla on selkeä matematiikka-
kuva. Matematiikkakuvaan, joka koostuu yksilön näkemyksestän matematiikan luonteesta
liittynevät läheisesti matematiikkauskomukset. Pekka Kupari on perehtynyt väitöskirjassaan
[18] matematiikan opettajien matematiikkauskomuksiin opetuksen muovaajina. Hän tote-
aa, että matematiikkaan, sen opettamiseen ja oppimiseen liittyvillä uskomuksilla on selkei-
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tä vaikutuksia opettajien ajatteluun ja toimintaan sekä merkitys sille, millaiseksi opettajan
opetuksellinen käytäntö muovautuu. Uskomuksia ei ole helppo määritellä, mutta niiden ku-
vailu on helpompaa. Kupari toteaa kuitenkin, että uskomukset (ja tietämys) ovat peräisin
monesta lähteestä, joista yksi tärkeä on matematiikan luonne.
Kupari kuvaa kirjassaan tapauksen, jossa opettajan mielestä ”matematiikan oppiminen mer-
kitsi sitä, että oppilaiden täytyi oppia suoritusmenettelyt - hänen omalla kohdallaan se oli
ollut tehokasta.” Opettaja ei tästä uskomuksesta johtuen voinut käsittää, miksi oppilaat ei-
vät ymmärtäneet matematiikka, jota oli tarkoitus oppia. Kupari kuvailee tapausta kutsumal-
la opettajan ongelmia tilanteessa hyvin rajoittuneiksi matematiikkauskomuksiksi. Selkeästi
siis opettajan uskomuksista voi olla haittaa oppilaiden oppimisille. Toisaalta vaikka opet-
tajan uskomukset ovat oppimista edesauttavia, uskomusten ja opetuskäytännön välillä voi
Kuparin mukaan olla epäsuhtaa. Molemmissa tapauksissa tärkeä tekijä on opettajan reflek-
tointi, eli omien tekemisten pohtiminen suhteessa omiin uskomuksiin, oppilaisiin, oppiai-
nekseen ja opetustilanteisiin, kuten Kupari kuvaa reflektointia. ”Reflektion avulla opettajat
kehittävät yhtenäisen, perustellun perustan näkemykilleen, olettamuksilleen ja toiminnoil-
leen ja tulevat tietoisiksi käyttökelpoisista vaihtoehdoista.” Kupari esittää myös, että ”jo-
kaisella matematiikan opettajalla on omat uskomuksensa siitä, miten matematiikkaa tulisi
opettaa.” Luvussa 3 on käsitelty joitakin näkemyksiä muun muassa hyvästä opetuksesta.
Tutkielmaa tehdessä tekijän matematiikkakuvan yksi osa-alue (tai matematiikkauskomus)
on se, että matemaattinen ongelmanratkaisu on tärkeää, opettelemisen arvoista ja opiskeli-
joille tulevaisuudessa hyödyllistä. Tämä on edellytyksenä sille, että matemaattiseen ongel-
manratkaisuun on mielekästä perehtyä. Siihen, mitä matemaattisella ongelmanratkaisulla




Edellisen luvun lopussa alettiin jo päästä käsiksi hyvään opettajuuteen ja hyvään oppimi-
seen, jotka liittyvät varmasti tiiviisti toisiinsa. Näihin kahteen sekä hyvään opetukseen on
tarkoitus pureutua lisää tässä luvussa. Erityisesti keskitytään hyvän oppimisen kuvaamiseen
alkaen Piagetin ja Vygotskyn ajatusten lyhyestä kuvailusta, huomioiden reflektion ja sosiaa-
lisen vuorovaikutuksen merkityksen ja lopuksi tarkastellen SOLO-taksonomiaa, jota voidaan
käyttää matematiikan vastaustiedon luokitteluun. Aluksi kuitenkin pohditaan hiukan hyvän
matematiikan olemusta koulumatematiikan näkökulmasta.
Useissa lähteissä mainitaan, että substanssiosaamista (aineenhallintaa) pidetään itsestään
selvänä tai vähintäänkin oleellisen tärkeänä matemaattisten aineiden opettajille [43], [28],
[38] [24]. Esimerkiksi Olli Martio kirjoittaa artikkelissaan [28] seuraavasti: ”Vaarallisinta
[opetuksen laadun kannalta] olisi opettajien aineenhallinnan tason lasku.” Olettamusta ei
liene tarpeellista kyseenalaistaa niin pitkään, kun halutaan esimerkiksi lukiosta valmistuvien
osalta pitää matemaattiset taidot ja valmiudet nykyisellä tasolla tai mielellään jopa kohentaa
niitä.
Tuntuu siis selvältä, että matematiikan opettajien lukiossa ja yläasteella tulee olla filosofian
maistereita, jotka ovat opiskelleet matematiikkaa. Olisiko oppilaille lisähyötyä, jos heidän
matematiikanopettajansa olisivat esimerkiksi matematiikan tohtoreita? Siitä, mikä opetta-
jan substanssiosaamisen rooli on ohjaamiseen riittävän saavutetun tason jälkeen, voidaan
olla montaa mieltä. Opetusharjoittelujakson aikana keskustelimme tästä ohjaajani ja mui-
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den matematiikan opettajaopiskelijoiden kanssa. Ykai näkemys on se, että mitä matemaat-
tisesti korkeammin kouluttautunut opettaja on, sitä parempi. Onko kuitenkaan selvää, että
oman matemattisen ymmärryksen lisääntyessä kirkastuu se, miten muut saadaan oppimaan
samoja asioita? Jos opettaja pystyy esittämään vaadittavat asia luotettavasti, asiantuntevasti
ja oppimista innostavasti, kuinka paljon syvällisempi hänen matemaattisen tietämyksensä
on hyvä olla opiskelijoihin verrattuna? Hiukan samaan asiaan liittyen voidaan tarkastella
monen matematiikan luokan seinältä löytyvää Einsteinin toteamusta:
”Do not worry about your difficulties in math. I can assure you mine are still
greater.”
On vaikea sanoa, mitä Einstein oikeastaan on tarkoittanut toteamuksellaan. Yksi mahdolli-
nen tulkinta on se, että hän ajattelee omien matemaattisten haasteidensa olevan huomatta-
vasti suurempia ja hänen kohtaamiensa ongelmien paljon syvällisempiä kuin keskivertoih-
misellä. Tämä voi toimia lohdutuksena matematiikan kanssa painiskelevalle lukiolaiselle
tuoden toteamuksen siitä, että varmastikaan hänen kohtaamansa ongelmat eivät ole ylit-
sepääsemättömiä. Toisaalta parhaansa jo yrittäneelle voi syntyä lannistava ajatus siitä, että
jos jo lukiotason ongelmat tuntuvat lähes mahdottomilta, ei itse varmastikaan koskaan voi
saavuttaa matematiikan alalla yhtään mitään. Kannattaako tällöin edes yrittää? On mah-
dollista, että todella pitkälle matemaattisesti edistyneen, mutta opetustaidoiltaan vaatimat-
toman opettajan vaikutus oppimismotivaatioon on enemmän jälkimmäisen mietteen kaltai-
nen. Opettajan substanssiosaamista käsitellään lisää luvussa 4.
Matemaattinen ongelmanratkaisu, edellytykset sen onnistumiselle ja oppimiselle tulevat kä-
sittelyyn luvussa 6. Menestyksekäs ongelmanratkaisu on varmasti yksi hyvän matematiikan
osa-alue, oli kyseessä oleva ongelma sitten kolmion sivun pituuden määrittäminen tai Hod-
gen konjektuurin ratkaiseminen.
3.1 Hyvä oppiminen
Mitä on hyvä oppiminen matematiikan näkökulmasta? Raija Yrjönsuuri korostaa kirjassaan
Opiskelulla laatua matematiikan oppimiseen, että opiskelijan tarkoituksellinen toiminta eli
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opiskelu on oppimisen edellytys. Opiskelijan itsearviointi tukee oppimaan oppimista. Jos
taas opiskelijan omaa panosta ei edellytetä, hän välttää vastuunottoa oppimisestaan ja pyrkii
vain selviytymään suorituksista. Yrjönsuuri esittää myös, että opiskeluun vaikuttaminen on
mahdollista vasta kun yksilö parantaa opiskeluaan itse. Lisäksi Yrjönsuuri tarjoaa pohjan
hyvän oppimisen määrittelylle: se on tavoiteltua, laadullista ja määrällistä oppimista. [53].
Miten tarkastellaan oppimista? Oppimisen tarkasteluun on olemassa valtavasti erilaisia työ-
kaluja. Lisäksi oppimisen objektiivinen mittaaminen on vaikeaa. Lähtökohta on se, että op-
pimista, sen määrää ja laatua, verrataan tavoitteisiin. Silti herää useita kysymyksiä: miten
voidaan tietää tai määritellä oppimista mitattaessa onko mitattu oikeita asioita, onko saa-
tu esille mittauksen kohteesta halutut asiat ja onko mittauksessa hyvin menestynyt todella
saanut oppimastaan hyvän pohjan oppia lisää ja toisaalta hyödyntää opittua?
Edellisiin kysymyksiin sisältyy oletus siitä, että hyvä oppiminen sisältää mahdollisuuden ja
halun oppia lisää ja käyttää oppimaansa hyödyksi. Oppiminen voinee kuitenkin olla myös it-
seisarvo? Esimerkiksi lukiomatematiikassa opetussuunnitelmassa todetään, että ”pitkän op-
pimäärän opetuksen tehtävänä on antaa opiskelijalle ammatillisten ja korkeakouluopinto-
jen edellyttämät matemaattiset valmiudet sekä matemaattinen yleissivistys”. Lisäksi ”Opetus
pyrkii myös antamaan opiskelijalle selkeän käsityksen matematiikan merkityksestä yhteis-
kunnan kehityksessä sekä sen soveltamismahdollisuuksista arkielämässä, tieteessä ja teknii-
kassa’.’ [32]. Matemaattiset valmiudet voi käsittää mahdollisuutena ja haluna oppia lisää,
yleissivistyksen voi nähdä siten, että oppimisella on itseisarvo ja soveltamismahdollisuudet
voivat olla tietoa siitä, miten opittua voi käyttää hyödyksi. Opetussuunnitelma ansaitsee
tässä kohdassa kritiikkiäkin: edellisissä lainauksissa puhutaan opetuksen tehtävästä ja anta-
misesta. Syntyy mielikuva siitä, että opiskelijan ei ehkä itse tarvitse työskennellä tavoittei-
densa eteen. Jos hän saapuu paikalle, opetus antaa kaiken edellämainitun hyvän hänelle.
Nykyaikainen sosiokonstruktivistinen oppimiskäsitys ei tue tällaista näkemystä.
Oppimmisen erittelyn tueksi on olemassa erilaisia tiedon rakentumisen malleja ja tietämisen
tasoja sekä oppimisstrategioiden kuvauksia. Opettajankoulutuksessa on hyödynnetty paljon
Bloomin taksonomiaa ja sen muunnelmia. Yksilöllisen oppimisen mallin myötä tutuksi on
tullut myös mastery learning, kisällioppimisen myötä opiskelijan aktiivinen rooli omassa
opiskelussaan ja oppimisessaan. Keskustelua on syntynyt esimerkiksi siitä, onko koulu pa-
ras tai ylipäätään hyvä paikka oppia. Motivaatiolla on suuri tekijä oppimisessa, oppimis-
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vaikeudet tuovat omat haasteensa. Oppimisen tueksi on toivottu ja haettu esimerkiksi lisää
reflektiota, itsereflektiota, tutkivaa oppimista, ilmiölähtöistä oppimista, itsearviointia ja op-
pimisprosessin arviointia lopputuloksen sijaan. Onpa myös todettu, että koulun tehtävä on
ennemmin saada oppilaat oppimaan miten opitaan, kuin oppimaan. Seuraavaksi pyritään
tarkastelemaan lyhyesti matemaattisen ajattelun teoriaa ja sen kehittymistä oppimisen nä-
kökulmasta.
3.1.1 Piaget
Yksi ensimmäisiä huomattavia matemaattisen ajattelun teoriaan vaikuttaneita hahmoja oli
Piaget (1965). Muun muassa Tall [45] on esitellyt hänen teoriaansa, joka perustui alunperin
ajatukseen lapsen matemaattisen ajattelun kehityksestä kolmitasoisena:
1. empiirisen abstraktion tasolla lapsi konstruoi merkityksiä objektien ominai-
suuksille,
2. pseudo-empiirisen abstraktion tasolla konstruoidaan merkityksiä ominaisuuk-
sille, joita objekteihin kohdistuvat toimenpiteet aiheuttavat niille,
3. reflektiivisen abstraktion tasolla toimenpiteistä ja operaatioista tulee ajatte-
lun välineitä.
Piagetin teoriaa on laajennettu ja kehitetty edelleen koskemaan muidenkin kuin lasten ma-
temaattisen ajattelun kehittymistä. Esimerkiksi käy Dubinskyn ja McDonaldin APOS-teoria,
joka on tarkoitettu avuksi ylioppilaiden matematiikan oppimisen ymmärtämiseen perus-
tuu Piagetin edellämainittuun teoriaan. APOS-teoriassa oletetaan, että matemaattinen tieto
muodostuu yksilön käsitellessä matemaattisia ongelmatilanteita konstruoiden mentaalisia
tekoja (actions), prosesseja (process) ja objecteja (objects) sekä järjestäen niitä skeemoiksi
(schemas) ymmärtääkseen tilanteen ja ratkaistakseen ongelman. [4].
3.1.2 Vygotsky
Lisäksi jotta voidaan ymmärtää täysin opettajan roolia hyvän oppimisen yhteydessä, on tär-
keä tutustua Vygotskyn ajatuksiin lähikehityksen vyöhykkeestä. Vygotsky hylkää kirjoituk-
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sessaan Interaction between learning and development [49] useiden tärkeiden oppimisteo-
reetikkojen, esimerkiksi Piagetin näkemykset muun muassa oppimisen ja kehityksen väli-
sestä yhteydestä ja esittää teoriansa lähikehityksen vyöhykkeestä. Vygotskyn mukaan todel-
lisen kehitystason (actual development level) lisäksi se, mihin lapsi pystyy avustettuna, ker-
too henkisestä kehityksestä yhtä paljon tai jopa enemmän kuin todellinen kehitystaso. Hän
määrittelee lähikehityksen vyöhykkeen seuraavasti: Se on välimatka todellisen kehitysta-
son ja potentiaalisen kehityksen tason välillä. Todellisen kehitystason määrittää itsenäinen
ongelmien ratkaiseminen ja potentiaalisen kehityksen tason määrittää ongelmien ratkai-
seminen aikuisen ohjauksessa tai yhteistyössä kyvykkäämpien vertaisten kanssa. Vygotsky
esittää, että täysi ymmärrys lähikehityksen vyöhykkeen konseptista johtaa arvioimaan uu-
destaan jäljittelyn roolin oppimisessa. Hän myös tiivistää oman oppimiskäsityksensä seuraa-
vasti: Oppiminen on välttämätön ja universaali puoli (aspekti) kulttuurisesti järjestettyjen,
ihmiselle erityislaatuisten psykologisten toimintojen kehittämisprosessissa.
3.1.3 Tall
Uudempia näkökulmia on lukuisia. David Tall tuo artikkelissaan Thinking through the th-
ree worlds of mathematics [45] esiin sen, miten näkemys kognitiivisesta kehityksestä on
muokkautunut erilaisten teorioiden kautta. Sen jälkeen hän esittelee oman teoriansa kol-
mesta maailmasta, joiden avulla voi nähdä, miten yksilöt voivat kehittää omat huomattavan
erilaiset polkunsa läpi oman henkilökohtaisen matemaattisen kasvun kognitiivisen matkan.
Teoriassaan Tall jakaa kognitiivisen kasvun erillisiksi, mutta vuorovaikuttaviksi kategorioik-
si.
Ensimmäinen maailma alkaa havainnoista ja koostuu aistittujen ja havaittujen asioiden ajat-
telemisesta sekä fysikaalisessa maailmassa että ajatusmaailmassamme. Tall kutsuu sitä ni-
mellä ’käsitteellisesti ilmentynyt’ tai ’ilmentynyt maailma’ (conceptual-embodied world). Tä-
mä sisältää niin havainnot reaalimaailman objekteista kuin sisäiset käsitykset, jotka raken-
tuvat visuaalisina tai avaruudellisina kuvina.
Toinen maailma on niiden symbolien maailma, joita käytämme laskemiseen ja operaatioi-
hin aritmetiikassa, algebrassa, analyysissä ja muilla matematiikan aloilla. Matemaattiset toi-
minnot, kuten osoittaminen ja lukumäärän laskeminen, on kiinnitetty matemaattisiin sym-
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boleihin käsitteinä. Symbolit sallivat meidän vaihtaa sujuvasti matemaattisista prosesseista
käsitteiden avulla tapahtuvaan ajatteluun. Esimerkiksi yksinkertaista jakolaskua 1994 jaet-
tuna 28:lla voi ajatella prosessina, jossa luku 1994 jaetaan 28:an osaan tai objektina 199428 .
Gray ja Tall ovat artikkelissaan [8] tarkastelleet matemaattisten prosessien ja käsitteiden
välistä yhteyttä ja käyttävät siitä termiä prosepti (procept = process + concept). Prosep-
tin he kuvaavat mentaaliseksi rakenteeksi, joka on (melko vanhahtavasti) amalgaami pro-
sessin ja konseptin eli käsitteen välillä. Toista maailmaa Tall kutsuu proseptuaaliseksi tai
proseptuaalis-symboliseksi maailmaksi (proceptual-symbolic world). Toinen maailma ke-
hittyy laajentamalla laskemisen kontekstia uusiin konteksteihin, kuten murtolukuihin, ne-
gatiivisten lukujen sallimiseen, desimaaliesityksiin, vektoreihin kaksi- ja kolmiulotteisessa
avaruudessa ja niin edelleen.
Kolmas maailma perustuu formaalien määritelmien, aksioomien avulla ilmaistuihin ominai-
suuksiin, jotka määrittelevät matemaattisia rakenteita, kuten ryhmä, kunta, vektoriavaruus
jne. Tätä Tall kutsuu aksiomaattisformaaliksi tai formaaliksi maailmaksi (formal-axiomatic
world). Tätä maailmaa Tall kuvaa sanomalla, että se kääntää aiemmat kokemukset päälael-
leen: nyt ei työskennellä kokemusten kautta tuttujen objektien avulla vaan aksioomilla, jotka
on huolellisesti muotoiltu määrittämään matemaattisia rakenteita. Aksiomaattisen systee-
min sisällä voidaan johtaa uusia ominaisuuksia ja määritellä uusia käsitteitä, jotta saadaan
rakennettua yhtenäinen, looginen teoria.
Tallin [45] mukaan nämä kolme maailmaa kuvaavat yksilön matematiikan oppimista. Mat-
kalla kohdattavat monet esteet vaativat, että aiempia ideoita tarkastellaan ja rakennetaan
uudelleen, joten jokaisen yksilön matka maailmojen läpi on erilainen. Toisaalta eri yksilöt
kohtaavat esteet eri tavoilla, mikä johtaa henkilökohtaisten kehitelmien moninaisuuteen.
Osa kehitelmistä sallii yksilön edetä kasvavan oppineisuuden läpi tarkoituksenmukaisesti ja
toiset johtavat vaihtoehtoisiin käsitteisiin tai jopa epäonnistumiseen. Kun tiedostetaan eri-
laiset kehitelmät eri maailmoissa ja se, miten kokemukset toimivat tietyllä tasolla, mahdol-
listetaan laajemman ja yhtenäisemmän käsityksen syntyminen kognitiivisesta kehityksestä.
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3.1.4 SOLO-taksonomia
SOLO-taksonomia (Structure of observed learning outcomes) on viisiportainen malli opis-
kelijoiden vastaustiedon kognitiivisen tason luokitteluun. Sitä voidaan käyttää oppiaineesta
riippumatta. SOLO-taksonomian pohjalta on vielä kehitetty muunnos, vastaustiedon luo-
kittelu. Se sopii erityisesti matematiikan tehtävien analysoimiseen. Vastaustiedon luokittelu
on arvojärjestys, joka kuvaa tehtävän ratkaisemisessa esiintyvää oletetun ajattelun laatua.
Vastaustiedon luokittelu on kuvattu taulukossa 3.1.
Taulukko 3.1: Matematiikan vastaustiedon luokittelu (Yrjönsuuri, 1994)




Toiminta on epäjohdonmukaista. Ominaista on tehtä-









Tieto koostuu irrallisista, mutta asiaankuuluvista osis-
ta. Epäjohdonmukainen toiminta on mahdollista, yleis-
täminen on mahdollista vain tietyissä tilanteissa, sa-
moin induktiivinen päättely.
4. Konkreettien yleistys-
ten tietämisen taso. Kä-
sitys, jossa ilmiön osia on
jo suhteutettu, reflektiivi-
nen yleistys ja konkreettien
yleistysten taso.
Yleistäminen on mahdollista vain opetetussa ja koe-
tussa ympäristössä. Konkreettien yleistysten taso. Opi-
tussa järjestelmässä ei ole ristiriitoja, mutta järjestel-
män ulkopuolella voidaan kohdata ongelmia, irti si-
sällöstä: 1. muodollinen yleistys, 2. fysikaalinen koke-






Ominaista on yleistäminen hypoteettisiin tilanteisiin,
eli sellaisiin, joita ei ole opetettu tai koettu. Voidaan
päätyä useisiin pohdittuihin vaihtoehtoihin.
Luokittelua hyödynnettäessä täytyy huomata muutamia oleellisia seikkoja. Tehtävän ratkai-
sun ohjaaja saattaa vaikuttaa siihen, mille tasolle opiskelijan vastaustieto näyttää kuuluvan
luokittelussa. Toisaalta kun otetaan huomioon Vygotskyn ajatukset lähikehityksen vyöhyk-
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keestä, niin se mihin opiskelija pystyy avustettuna, kertoo myös todella paljon hänen men-
taalisesta tasostaan. Jos opiskelija avustettuna päätyy vastauksissaan esimerkiksi tasolle vii-
si, kertoo se ehdottomasti jotakin tämän henkilön matemaattisesta ajattelusta juuri tämän
tehtävän kohdalla. Lisäksi mahdollisten jatkotutkimusten kannalta on oleellista, että jos luo-
kittelun tuloksia verrataan esimerkiksi saman tehtävän kohdalla eri henkilöiden välillä, voi
syntyä epäselvyyksiä. On vaikea varmistaa, että henkilöt ovat saaneet samanlaista ja sa-
man verran ohjausta, ja toisaalta vaikka näin olisi, sama ohjaus vaikuttaa heihin eri tavalla
sosiokonstruktivistisen oppimisnäkökulman mukaisesti.
3.1.5 Sosiokonstruktivismi
Oppiminen ja tiedon hankinta ovat siis monimutkaisia prosesseja, joita voidaan tarkastella
monesta eri näkökulmasta, kuten myös Jarkko Leino toteaa artikkelissaan Konstruktivismi
matematiikan opetuksessa [20]. Opettajalle tärkeä viitekehys oppimisen ymmärtämisessä
on sosiokonstruktivistinen oppimiskäsitys. Sen mukaan oppija konstruoi käsityksiään maa-
ilmasta yhteisönsä osana. Tiedon konstruoiminen viittaa siihen, että oppiminen ja uuden ti-
lanteen havitseminen riippuu oppijasta, hänen aikaisemmasta tietovarastostaan ja opituis-
ta lähestymistavoista. Opettaja ei voi siirtää tietojaan oppilaille, eivätkä opettajan faktoina
esille tuomat asiat näyttäydy samanlaisina eri oppijoille. Etuliite sosio-, tiedon konstruoimi-
nen yhteisön osana taas viittaa siihen, että yksilö on aina osa yhteisöä, jolla on historiansa.
Kunkin oppijan yhteisö vaikuttaa oppimiseen. [20]. Yksikään yksilö ei siis voi konstruoida
täysin omaa tietorakennelmaansa. Muiden ihmisten luomaa tietoa välittyy kullekin yksilöl-
le sosiaalisessa vuorovaikutuksessa, joka voinee tapahtua myös esimerkiksi luetun tekstin
välityksellä, ei vain puhuen ja kuunnellen. Tämä välittynyt tieto taas muokkautuu edelleen
monimutkaisten prosessien ja monien tapahtumien kautta.
Edellisessä kappaleessa esitetty kuvaus sosiokonstruktivismista tuntuu sopivan myös Pek-
ka Kuparin [18] näkemykseen. Kupari toteaa, että sosiokonstruktivismi tarjoaa hyödyllisen
teoreettisen perustan, mutta ei suoranaista mallia matematiikan opettamiselle. Hän kuiten-
kin tuo esille esimerkiksi sen, mitä matematiikan opetuksen tavoitteisiin tulee Ernestin 1992
mukaan sisältyä, jos matematiikka ymmärretään sosiaalisena konstruktiona:
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1) oppijoita vahvistetaan rakentamaan omaa matemaattista tietämystään,
2) koulun matematiikka on muotoiltavissa sellaiseksi, jonka käsitteisiin kaikilla
oppilailla on mahdollista päästä käsiksi,
3) matematiikan käyttämisen sosiaalisia konteksteja ei heitetä syrjään, vaan ma-
tematiikan käyttötavat ja implisiittiset arvot tuodaan rehellisesti esille [18].
Tämän kaltaiset näkemykset ohjannevat sosiokonstruktivistisen oppimiskäsityksen mukaan
tapahtuvaa opetusta ottamaan oppimisen, kaikki oppijat ja oppimisen sosiaalisuuden keski-
öön.
3.1.6 Reflektio ja paljon muuta
Todella tärkeitä tekijöitä hyvässä oppimisessa ovat asenteet, motivaatio ja pystyvyys, jotka
liittynevät toisiinsa. Lisäksi opiskelijan on oleellista suunnitella oppimistaan, käyttää syväs-
suuntautunutta oppimisstrategiaa ja pystyä tarkkailemaan ja arvioimaan oppimisprosessi-
aan ja siihen liittyviä tunteita.
Raija Yrjönsuuri [53] määrittelee reflektion opisekelun olennaiseksi osaksi, jolloin yksilö
tutkii kokemuksiaan tietoisesti löytääkseen uudenlaisen ymmärtämisen opiskeluun ja toi-
mintaan. Reflektiota voidaan kutsua myös pohtimiseksi. Itsereflektiossa arvioidaan toistu-
vasti omaa havainnointia ja toimintaa. Opiskeleminen ja oppiminen ovat jatkuvasti etenevä
kehitysprosessi, joka muodostuu omakohtaisesta kokemuksesta, sen pohtimisesta ja käsit-
teellistämisestä sekä aktiivisesta soveltavasta toiminnasta. Oppiminen voidaankin nähdä tie-
don muuntumisena omakohtaiseksi siten, että opitusta asiasta tulee oppijalle sisäistynyttä
tietoa, joka vaikuttaa hänen ajatteluun, tunteisiin ja toimintaansa.
Oppilaiden uskomukset matematiikasta voivat estää tehokkaan matematiikan oppimisen,
kuten Sinikka Lindgren tiivistää useiden tutkijoiden näkemysen [23]. Hän viittaa myös Ola-
vi Karjalaisen väitöskirjan havaintoon: ne oppilaat, jotka eivät pitäneet matematiikasta, oli-
vat menestyneet muita heikommin heti alusta alkaen. Toisaalta Lindgren korostaa, että on
tärkeää kokeilla rohkeasti sekä aktivoida ja osallisteta oppilaita matematiikan luomiseen
matematiikan tunnilla. Lisäksi opettajan tulisi olla empaattinen, huumorintajuinen ja pitää
itse matematiikasta. Näin oppilaat voivat kasvaa myönteisiksi matematiikkaa kohtaan.
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Opiskelumotivaatio vaikuttaa oleellisesti opiskelun laatuun ja määrään ja siten myös oppi-
miseen. Raija Yrjönsuuri [53] esittää useita tapoja opiskelumotivaation kuvaamiseen. Yksi
mielekäs tapa on jakaa opiskelumotivaatio tilannekohtaiseen, välineelliseen ja sisällölliseen.
Tilannekohtainen opiskelumotivaatio on lyhytjännitteinen ja häiriöille altis. Se ilmenee, kun
ulkoisten tekijöiden satunnainen vaikutus ensisijaisesti aiheuttaa kiinnostuksen opittavaan
asiaan. Välineellinen opiskelumotivaatio kuvaa tilannetta, jossa opiskellaan palkkion tai hy-
vien arvosanojen toivossa tai rangaistuksen tai epäonnistumisen pelossa. Sisällöllinen ja
tietoinen opiskelumotivaatio syntyy mielenkiinnosta opittavaa asiaa ja sen käyttömahdol-
lisuuksia kohtaan. Tällöin opiskelulla on henkilökohtainen merkitys matematiikan oppimi-
seen, joka on tietoista ja tavoitteellista. Opiskelumotivaation voidaan ajatella määräytyvän
sen mukaan, miten yksilö uskoo onnistuvansa. Opiskelumotivaatiota voivat kohottaa tai las-
kea esimerkiksi sosiaalisen ympäristön odotukset, elämäntilanne tai onnistumiset ja epäon-
nistumiset.
Yksilön suoritukseen vaikuttavat sekä hänen motivaationsa yrittää että kyvykkyytensä. Ma-
temaattiset kyvyt ajatellaan yleensä dynaamisina käsitteinä. Ne sisältävät matemaattisen
tiedon hankinnan, ymmärtämisen, käsittelemisen, soveltamisen ja muistamisen. Korkea ma-
temaattinen suoritustaso voidaan saavuttaa erilaisin kykyrakentein, kun heikoimmat kyvyk-
kyyden ulottuvuudet korvataan muilla. Kyvyt ovat persoonallisuuden piirteitä, joiden avulla
on mahdollista suorittaa annettu toiminta nopeasti ja hyvin. Yrjönsuuri toteaa myös, että
monikollinen ’kyvyt’ merkitsee yksilön oppineen jotakin esimerkiksi matematiikasta. [53].
Engeströmin [5] mukaan syväsuuntautunut oppimisstrategia, jossa opiskelijaa ohjaa sisäi-
nen motivaatio, hän pyrkii ymmärtämään asian ja luomaan siitä kokonaiskuvan sekä liit-
tämään sen aiempaan tietoon, on tehokkaampi kuin pintasuuntautunut oppimisstrategia,
jossa opiskelijan motivaatio on suurelta osin ulkoista ja asioita opiskellaan ulkoa, irrallises-
ti ja yksittäin. Alunperin syväsuuntautunut ja pintasuuntautunut oppimisstrategia ovat F.
Martonin ja R. Säljon kehittämä tapa kuvata eroja tiedon prosessoinnin tasossa [29].
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3.2 Hyvä opettaja
Minkälainen on hyvä matematiikan opettaja? On hiukan kyseenalaista asettaa tämä kysy-
mys puhumattakaan siihen vastaamisesta. Kuka on riittävän pätevä sanomaan, minkälainen
on hyvä matematiikan opettaja tai opettaja ylipäätään? Lisäksi hyvän opettajan määritelmä
tai ainakin vallitseva käsitys hyvästä opettajasta riippuu varmasti vahvasti siitä, minkälainen
yhteiskunta on kunakin aikakautena. Suomessa ei ole kouluissa käytössä opettajien valvon-
tajärjestelmää, jossa ulkopuoliset tarkkailijat seuraisivat opettajaa ja luokkahuonetilannet-
ta niitä arvostellen. Opettajien palkkaus ei myöskään perustu oppilaiden tai opiskelijoiden
menestykseen.
3.2.1 Kuvauksia
Hyvä opettaja on kokenut ihminen. Näin esittää Katariina Stenberg kirjassaan Riittävän hy-
vä opettaja [44]. Kokeneen ihmisen hän taas määrittelee sellaiseksi, joka on reflektiivinen
oppija ja joka on avoin uusille asioille, koska aidot kokemukset ovat pakottaneet hänet pois
omista toimimattomiksi muuttuneista ennakkokäsityksistään. Tämä lähtökohta ylipäätään
kumpuaa kasvun näkökulmasta hyvään opettajuuteen. Kaarina Suonio taas kirjoittaa artik-
kelissaan Hyvä opettaja 2 [24], että hyvä opettaja sallii itselleen vapauden kunnioittaa omaa
persoonallisuuttaan, käyttää ammattitaitoaan, rakastaa oppilaitaan ja työtään, uudistua, in-
nostua, onnistua ja epäonnistua ja oppia jatkuvasti uutta muilta. Suonio toteaa myös, että
hyvällä opettajalla täytyy olla terve itsetunto, jolloin hän saattaa kannattaa ja kannustaa
oppilaitaan. Lisäksi hän toteaa monen sanovan, että hyvä opettaja osaa opettaa eli hallitsee
kohtuullisesti opetettavan sisällön ja osaa välitää oppilailleen sekä sisällön että innostuk-
sen käsiteltäviin ilmiöihin. Kari Uusikylä kuvaa kirjassaan Hyvä paha opettaja [47] James T.
Webbiä mukaillen, että hyvä opettaja tarvitsee luovuutta (creativity), rohkeutta (courage)
ja aitoa pedagogista rakkautta (caring) eli kolmea c:tä. Näihin hän lisää vielä toivotuiksi
ominaisuuksiksi loogisen älyn, sosiaalisen intelligenssin ja erityislahjakkuudet. Erkki Vilpa
puolestaan listaa (ilman arvojärjestystä) artikkelissaan Hyvä opettaja 3 [24] lukuisia hyväl-
tä opettajalta usein vaadittuja ominaisuuksia: ystävällinen, maltillinen, opetusaiheensa ja
-aineensa hallitseva, innostava, motivoiva, ..., empaattinen, omanarvontuntoinen, pohtiva,
23
persoonallinen.
Sekä Suonio että Uusikylä nostavat tärkeäksi asiaksi nk. pedagogisen rakkauden oppilaita
kohtaan. Hiukan samaa voivat tarkoittaa myös Vilpan listaamat ominaisuudet empaattinen,
auttava, opastava ja kannustava yhdessä. On tärkeää, että opettaja aidosti välittää oppi-
laistaan. Silloin opettaja haluaa, että oppilaat oppivat opetussuunnitelman mukaisia uusia
tietoja ja taitoja, mutta erityisesti tällainen opettaja haluaa auttaa oppilaita löytämään väli-
neitä ja innostuksen oppia lisää koko elämänsä ajan, keinoja kohdata ja hyväksyä erilaiset
ihmiset ja asiat sekä tunteen omasta ihmisarvostaan, joka on jokaisella riippumatta hänen
ominaisuuksistaan, saavutuksistaan tai lähtökohdistaan. Esimerkiksi Kari Uusikylä arvostaa
Peruskoulun opetussuunnitemakomitean lausumaa vuodelta 1970, jossa korostetaan ihmi-
sarvon, itsensä kehittämisen ja erilaisiin ihmisyksilöihin tutustumisen tärkeyttä [47]. Aidosti
välittävä opettaja haluaa suunnata muut hyvän opettajan ominaisuutensa vain oppilaiden
parhaaksi. Lisäksi opettajan täytyy osoittaa niin paljon pedagogista rakkautta itseään koh-
taan, että ymmärtää itsekin kelpaavansa epätäydellisenä ja keskeneräisenä, kun vain löytyy
halua kehittyä.
3.2.2 Esteitä ja edellytyksiä
Opettajaksi opiskeleva saattaa pelatä, että ei koskaan tule olemaan riittävän hyvä opettaja.
Mikä sitten voisi estää ihmistä kehittymästä riittävän hyväksi opettajaksi? Kari Uusikylä tote-
aa, että halu nöyryyttää ja alistaa oppilaita sekä tuottaa heille tarkoituksellisesti häpeän, pe-
lon ja ahdistuksen tunteita tekee ihmisestä opettajaksi kelpaamattoman [47]. Kaarina Suo-
nio taas toteaa artikkelissaan Hyvä opettaja 2 [24], että ”Hyvän opettajan ilo on oppilaiden
oppiminen - ei oma ylivertainen osaaminen.” On olemassa valitettavan monia kertomuk-
sia siitä, miten opettaja selittää asiansa taululle päin kääntyneenä yrittämättäkään saada
oppilaita ymmärtään tai nöyryyttää oppilaita oman ”oikeamman” tietonsa avulla. Opetta-
jan ei siis varmastikaan tule haluta ammattiinsa, jotta hän pääsee esittelemään tietojaan ja
taitojaan. Kirjallisuuteen perehtyessä syntyy yleiskuva siitä, että hyviä opettajia on todel-
la monenlaisia, mutta useimmiten heitä yhdistää edellisessä luvussa käsitelty pedagoginen
rakkaus. Toisaalta jää myös lohdullinen tunne siitä, että kun yrittää parhaansa oppilaiden
puolesta ja itsensä ja toimintansa kehittämiseksi, ei voi olla täysin huono opettaja.
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Hyvään opettajuuteen liittyy myös ammatillinen kasvu. Aineenopettajalinjalla opiskellessa
kasvu alkaa jo valmistautuessa haastatteluun pedagogisia opintoja varten, jatkuu läpi yli-
opiston eikä varmasti likimainkaan pääty edes gradun valmistuessa. Tässä kasvussa tärkeä-
nä apuna on itsereflektio eli oman toiminnan ja sen syiden sekä onnistumisen pohtiminen
ja arviointi.
3.3 Hyvä opetus
Mitä sitten on hyvä opetus? Helpoin vastaus edellisten lukujen jälkeen lienee se, että hy-
vä opettaja osaa antaa hyvää opetusta sosiokonstruktivistisen oppimiskäsityksen mukaises-
ti. Kaarina Suonio kirjoittaa artikkelissa Hyvä opettaja 2 [24], että ”opetuksesta oppimiseen
on uusi iskulause”. Nyt yli 20 vuotta myöhemmin se ei enää ole uusi, mutta siihen liitetyt ele-
mentit eli oppilaiden itsetunnon tukeminen, yhteiselle löytöretkelle opastaminen, ymmär-
ryksen syventäminen ja avoimuuden vaaliminen ovat varmasti edelleen keskeisiä hyvässä
opetuksessa. Katariina Stenberg taas korostaa kirjassaan [44] useassa kohdassa opetuksen
selkeyden tärkeyttä. Sinikka Ojanen puolestaan toteaa artikkelissaan ”Ammattilaiseksi tu-
leminen opettajankoulutuksessa” [24], että hyvään opetukseen liitetään oppilaan vilpitön
kohtaaminen eli ns. caring-etiikka. Tärkeän näkökulman tuo esille myös Kari Uusikylä kirjas-
saan Hyvä paha opettaja [47]: opetuksen arvot ja tavoitteet tulevat ympäröivästä yhteiskun-
nasta. Hän esittää näkökulman siitä, että tällä hetkellä vaaditaan opetuksen tehostamista ja
halutaan koulun jalostavan tulevaisuuden huippuosaajia, joista on hiottu turhat ominaisuu-
det pois. Hän kritisoi vaatimusta, mutta ei myöskään väitä, että sen mukaisesti toimittaisiin
suomalaisissa kouluissa. Hyvää opetusta Uusikylä ei nimeä suoraan, mutta hän esittää sel-
keästi näkemyksensä siitä, että kaikki koulopetus on myös kasvatusta, joka onnistuessaan
luo pohjan tehokkaalle opiskelulle. Lisäksi hän siteeraa useita tahoja, esim. YK.n ihmisoi-
keuksien ja lasten oikeuksien julistusta, lukiolakia ja Einsteiniä. Näiden lausumat korostava
opetuksen roolia mm. ihmisyyden arvostuksen lisäämiselle ja rauhan ylläpitämiselle, per-
soonallisuuden kehittämiselle ja itsenäiselle ajattelukyvylle.
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3.3.1 Toteuttaminen
On mahdollista löytää lukuisia muita hyvän opetuksen elementtejä perustuen oppilaiden
viihtyvyyteen, saavutettuihin oppimistuloksiin jne. Usein opettajana saattaa kuitenkin kai-
vata konkreettisia neuvoja siihen, miten todella toteuttaa hyvää opetusta.
Tällä hetkellä ainakin matemaattisten aineiden opettajankoulutus korostaa uusina ja harkit-
semisen arvoisina Pekka Peuran kehittämää yksilöllisen oppimisen opetusmallia [26] sekä
kisällioppimisen menetelmää [15], jonka kehittämistä rahoittaa tällä hetkellä Teknologia-
teollisuuden 100-vuotissäätiö. Näille molemmille yhteistä on se, että siirrytään opettajakes-
keisestä opetuksesta opiskelijoiden itsenäisen työskentelyn tukemiseen. Molemmille malleil-
le löytyy paljonkin teoreettista taustatietoa. Yksilöllisen oppimisen opetusmalli ammentaa
mastery learning- ajatuksesta, jossa edellinen aihekokonaisuus opetellaan hallitsemaan en-
nen siirtymistä seuraavaan sekä siitä, että kukin oppija saa opiskella omaan tahtiinsa käyt-
täen asioiden omaksumiseen tarvitsemansa määrän aikaa. Kisällioppimisen taustalla ovat
taas teoriaan perustuva näkökulma oppimistilanteen merkityksestä oppimisessa ja siitä, et-
tei oppimistilannetta voi erottaa opetettavasta sisällöstä. Tämän pohjalta menetelmää on
alettu kehittää ja tutkia. Tavoitteena on, että opiskelijat kasvavat asiantuntijuuten henkillö-
kohtaisen ponnistelun kautta. Sitä tuetaan opetusjärjestelyillä, jotka mahdollistavat mene-
telmälle tärkeän kaksisuuntaisen palautteen.
Molemmissa edellämainituissa menetelmissä keskitytään siis oppilaaseen ja hänen aktiivi-
seen rooliinsa. Molemmissa on lukiossa tavoitteena lisätä itseohjautuvuutta, motivaatiota
ja opiskelutaitoja. Opettajan rooli muuttuu myös. Hän ei välttämättä olekaan tiedon jakaja,
eikä päätä tarkalleen mitä oppilas opiskelee ja milloin. Sen sijaan hän tukee oppimisessa,
neuvoo, ohjaa oppimisen suuntaa, toimii asiantuntijana. Toisaalta molemmissa menetel-
missä on tärkeää myös se, että oppilas tai opiskelija saa apua tarvitessaan. Opettaja saattaa
neuvoa yhtä kerrallaan, jotakin osaa ryhmästä tai kaikkia yhdessä. Opetuksen on kuitenkin
tarkoitus ajoittua siten, että ensin herää kysymys ja tarve selvittää asia ja vasta sitten seuraa
opetus. Tämä on päinvastoin kuin perinteisessä luennointityylisessä opetuksessa.
Menetelmissä on myös monia eroja, ehkä suurimpana se, että kisällioppimisen menetel-
mässä oppilas ei täysin itse päätä aikatauluaan, vaan hänellä on tietyt raamit, joiden sisäl-
lä on vapaus liikkua. Molemmat ovat kuitenkin sekä useiden opettajien kokemuksiin että
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joihinkin tutkimuksiin perustuen askelia paremman opetuksen suuntaan verrattuna perin-
teiseen luennointiin. Kunkin opettajan ammattitaidon varaan jää päättää kumpaa menetel-
mistä käyttää, käyttääkö kumpaakaan vai ehkä jotakin sekoitusta näistä ja jostakin muusta
menetelmästä. Tärkeintä on, että opetus tähtää sekä oppilaiden mahdollisimman hyvään
kehitykseen matemaattisesti ja ihmisinä että opettajan työhyvinvointiin ja jaksamiseen.
Tärkeää hyvän opetuksen kannalta on kuitenkin myös se, että opettaja ei leimaudu mihin-
kään tiettyyn menetelmään. Jokaisen menetelmän sisälläkin voidaan nimittäin tarjota eri-
tasoista opetusta. Tavoitteenahan on antaa oppilaille mahdollisimman hyvä matemaattinen
yleissivistys ja toisaalta parhaat mahdolliset valmiudet jatkaa opiskelua tulevaisuudessa se-
kä lukiossa että jatko-opinnoissa [32]. Tämän takia opettajan on hyvä keskittyä erityisesti
siihen, miten hän opettaa ja ohjaa opiskelijoitaan. Minkälaiseen oppimiseen hän kannus-
taa? Mitkä ovat mahdollisesti erityisen tärkeitä taitoja heille tulevaisuudessa ja miten ne
parhaiten omaksutaan? Mitä sellaista voi opettaa, jonka arvo ei katoa? Kuka oppii kuunte-
lemalla, kuka katsomalla, kuka kokeilemalla? Taitoa ratkaista yksittäisiä tehtäviä tai edes
tehtävätyyppejä ei välttämättä tulevaisuudessa tarvita. Sen sijaan esimerkiksi taito ratkais-
ta (matemaattisia) ongelmia, kyky oppia matematiikkaa itselle sopivalla tavalla, ryhmässä
toimiminen yhteisen tavoitteen saavuttamiseksi ja toki peruslaskutaitojen hallinta ovat var-





Luvussa 3 käsiteltiin jo hiukan aineenopettajan substanssiosaamista. Matematiikan opet-
tajan substanssi- eli aineosaamista pidetään työnhakuvaiheessa jopa itsestäänselvänä. Sitä
ei välttämättä mainita hakukriteereissä, kuten Susan Sanders on todennut artikkelissaan
”What do Schools Think Makes a Good Mathematics Teacher?” [40]. Suomessa valmistuvat
matematiikan opettajat opiskelevat verrattain paljon matematiikkaa, jolloin oletus hyvästä
substanssiosaamisesta on luonteva.
Aina ei kuitenkaan ole helppo nähdä, mikä hyöty yliopistossa opiskelluista asioista on tu-
levassa työssä. Lisäksi yliopisto-opintojen aikana ehtii opiskella paljon sellaista, mille ei ole
suoraan käyttöä koulumaailmassa, mutta mikä edesauttaa kehittämään opiskelijan yleistä
matemaattista ajattelua ja matemaattisia tietoja ja taitoja. Voi olla vaikea sekä nähdä metsä
puilta että puut metsältä. Yhtäältä voi siis olla haastavaa tunnistaa kullakin kurssilla sitä,
mitä sieltä voi viedä mukanaan koulumaailmaan ja toisaalta koostaa näistä eri kursseilla
opituista tiedoista jonkinlainen kokonaiskuva koulumatematiikasta. Tätä kuilua koetetaan
hiukan pienentää tässä tutkielmassa esittämällä tämän luvun lopussa se, mitä MAA3-kurssin
sisältöjen mukaisista asioista voi tietää yliopiston matematiikan aineenopettajille suunnatun
Geometrian kurssin jälkeen.
Huomionarvoista on tosin se, että yliopiston Geometrian kurssilla esitetään suurelta osin
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samat asiat kuin lukiogeometriassa, tosin laajemmin ja lähtökohtana se, että kaikki todis-
tetaan. Tämän takia voi ajatella, että luvussa 4.1 käsiteltävä kuilu yliopistosta koulumate-
matiikkaan ei ole varsin suuri, vaikka selvästikään kaikkea yliopistossa opittua ei suoraan
voi käyttää hyödyksi lukiossakaan. Sen sijaan luvussa 4.2 käsitelty kuilu koulumatematii-
kasta yliopistomatematiikkaan tai yleisemmin korkeakoulumatematiikkaan voi tuntua mer-
kittävältä. Geometriaa ei lukiossa opittavassa muodossa käsitellä yliopistossa matematiikan
yleisellä linjallakaan. Insinööriopinnoissakin käytetään geometrian osalta lähinnä kaavo-
ja, jotka voi tarkistaa kaavakokoelmasta. Kuitenkin lukion geometrian opettaja voi käyttää
kurssilla aikaa hyödyksi ja pyrkiä tukemaan opiskelijoiden ongelmanratkaisutaitojen kehit-
tymistä sekä esittää tai teettää ymmärrettäviä todistuksia. Tällöin opiskelijat ovat oppineet
oleellisen tärkeitä taitoja kaikkea opiskelua ja elämää varten olettaen, että opitun siirtovai-
kutus toimii, eli esimerkiksi opittu ongelmanratkaisutaito ei jää vain koulussa ratkaistaviin
geometrisiin ongelmiin.
4.1 Yliopistomatematiikan ja koulumatematiikan välinen
kuilu
Koulumatematiikalla käsitetään tässä tutkielmassa peruskoulussa ja lukiossa opetettavaa
matematiikkaa. Yliopistomatematiikan ja koulumatematiikan välisellä kuilulla tarkoitetaan
sitä, että matematiikan aineenopettajaksi valmistuvalla saattaa olla vaikeuksia nähdä yh-
teyksiä yliopistossa oppimansa ja tulevaisuudessa koulussa opettamansa matematiikan vä-
lillä.
Tätä kuilua ja sen kaventamista on Helsingin yliopiston matematiikan aineenopettajakou-
lutuksessa pyritty huomioimaan muun muassa kurssilla yliopistomatematiikka aineenopet-
tajan näkökulmasta. Kurssilla pyritään ongelmalähtöisen oppimisen tapausten avulla itse
etsimään linkkejä yliopistomatematiikan ja erityisesti lukio- mutta myös peruskoulumate-
matiikan välille.
Toisaalta, kuten eräs ”kokenut matematiikan opettaja” toteaa Matematiikkalehti Solmussa
julkaistussa listauksessa ”Miten korjata matematiikan opetusta - kokeneen opettajan aja-
tukset” [17], opettajan täytyy itse osata se, mitä hän opettaa. Mitä paremmin hallitsemme
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matematiikan, sitä paremmin osaamme sen eri osa-alueita linkittää keskenään ja toisaalta
linkkien luominen auttaa ymmärtämään asioita paremmin. Tämän takia myös tässä tutkiel-
massa syvennytään luvussa 4.3.1 tarkastelemaan sitä, mitä työkaluja ja tietoja yliopistoma-
tematiikka tarjoaa aineenopettajalle geometrian opetukseen.
4.2 Koulumatematiikan ja yliopistomatematiikan välinen
kuilu
Myös koulumatematiikan ja yliopistomatematiikan välillä koetaan olevan kuilu [48]. Siir-
tyminen lukion usein mekaaniseen laskemiseen painottuvasta matematiikasta yliopistoma-
tematiikkaan, jossa kaikki todistetaan, on haasteellista. Esimerkiksi teoksessa Analyysiä re-
aaliluvuilla [12] kirjoittajat kuvaavat siirtymää lukiosta yliopistoon differentiaalilaskennan
osalta todeten, että tuloksia ei lukiossa perustella täsmällisesti, vaan ne annetaan valmiina
laskusääntöinä ja että kirja kattaa näiden tulosten teorian, joka käydään perusteellisesti lä-
pi. Sama pätee oikeastaan kaikkiin asioihin, joita käsitellään sekä lukiossa että yliopistossa.
Ihannetilanteessa kuilu ei ole valtava, kun lukiossa on omaksuttu hyvät peruslaskutaidot
sekä alustava käsitys monista matemaattisista käsitteistä ja määritelmistä. Näitä on sitten
hyvä lähteä syventämään yliopistossa. Käytännössä kuilu tuntuu monesti suurelta, kun nä-
kökulma ja lähestymistapa asioihin vaihtuu täysin siirtyessä yliopistoon.
Lisäksi kuilu voi olla olemassa myös lukion ja muiden korkeakoulujen välillä. Vaikka esi-
merkiksi insinööriopinnoissa moniakaan asioita ei välttämättä perustella täsmällisesti, kä-
sitteitä, määritelmiä, kaavoja jne. täytyy osata käyttää sujuvasti. Tämä voi olla paljon vaadit-
tu suoraan lukiosta tulleelta, keskitasoisesti tai paremminkin matematiikassa pärjänneeltä
opiskelijalta.
Kuilua täytynee kaventaa molemmista suunnista. Lukion puolella tämä voi tarkoittaa suu-
rempaa keskittymistä perusteluiden ja asioiden mahdollisimman hyvään ymmärtämiseen,
ongelmanratkaisukyvyn kehittämiseeen luvussa 6.4 esitetyssä mielessä ja todistamisajatte-
lun kehittymisen tukemiseen. Korkeakoulussa tai yliopistossa taas voidaan varmistaa opis-
kelijoiden riittävät taidot joko pääsykokeilla tai opintojen alkuvaiheen kursseilla, jotka on
30
järjestetty esimerkiksi siten, että opiskelija ei pääse kurssia läpi ennenkuin testit osoittavat
hänen osaamisensa olevan riittävä kaikilla halutuilla osa-alueilla. Kyösti Tarvainen kuvaa
tällaisen toimintatavan tarkemmin artikkelissaan [46].
4.3 Geometria (MAA3)
Lukion pitkän oppimäärän geometrian kurssin keskeiset sisällöt ovat
1. kuvioiden ja kappaleiden yhdenmuotoisuus
2. sini- ja kosinilause
3. ympyrän, sen osien ja siihen liittyvien suorien geometria
4. kuvioihin ja kappaleisiin liittyvien pituuksien, kulmien, pinta-alojen ja tilavuuksien
laskeminen.
Kurssin tavoitteena on, että opiskelija
1. harjaantuu hahmottamaan ja kuvaamaan tilaa sekä muotoa koskevaa tietoa sekä
kaksi- että kolmiulotteisissa tilanteissa
2. harjaantuu muotoilemaan, perustelemaan ja käyttämään geometrista tietoa käsittele-
viä lauseita
3. osaa ratkaista geometrisia ongelmia käyttäen hyväksi kuvioiden ja kappaleiden omi-
naisuuksia, yhdenmuotoisuutta, Pythagoraan lausetta sekä suora- ja vinokulmaisen
kolmion trigonometriaa
4. osaa käyttää teknisiä apuvälineitä kuvioiden ja kappaleiden tutkimisessa ja geometri-
aan liittyvien sovellusongelmien ratkaisussa
Lukion opetussuunnitelman perusteissa ei ole käytetty sisältöjen eikä tavoitteiden kohdalla
numerointia mahdollisesti, jotta vältytään kohtien arvottumiselta. Tässä kohdat on numeroi-
tu selkeyden vuoksi. Sisältöjä eritellään tässä tutkimuksessa yliopistomatematiikan näkökul-
masta luvussa 4.3.1 sekä ylioppilaskoetehtävien avulla luvussa 5.2. Esimerkiksi Anne-Mari
31
Lepistö on Pro gradussaan Geometria lukion matematiikassa [21] käsitellyt vastaavia, vuo-
den 2003 opetussuunnitelman perusteiden mukaisia sisältöjä ja tavoitteita muun muassa
lukion oppikirjojen sisältöalueiden näkökulmasta.
4.3.1 Geometria yliopistossa
Yliopiston tutkintovaatimuksiin matematiikan aineenopettajille sisältyy Geometrian kurssi,
joka on laajuudeltaan 10 opintopistettä. Viime vuosina, myös kun itse kävin kurssin ke-
väällä 2014, se on perustunut suurelta osin Matti Lehtisen luentomonisteeseen Geometrian
perusteita [19]. Kurssin tavoitteena oli vuonna 2013 mm. muodostaa kokonaiskuva kou-
lugeometriasta ja kehittää didaktista ajattelua koulugeometrian suhteen [7]. Tärkein lähde
tässä osiossa 4.3 on matematiikan osalta Lehtisen luentomoniste [19]. Lehtinen toteaa mo-
nisteen johdannossa, että yhtäältä matematiikan opetuksen onnistuminen vaatii opettajalta
geometrian järjestelmän ja perusteiden tuntemuksen ja toisaalta hänen kokemuksensa on,
että matematiikan opettajien geometrian tietämys on hämmästyttävän niukkaa. Tästä joh-
tuen lienee hyödyllistä koostaa yliopistossa opittua geometristä tietämystä opetussuunnitel-
man raamien mukaan.
Tässä luvussa käsitteellä yliopistogeometria viitataan luentomonisteen käsittelemään aksio-
maattiseen, euklidiseen tasogeometriaan. Tarkoituksena on käydä läpi se, mitä ja miten lu-
kion pitkän oppimäärän keskeisistä sisällöistä on opittavissa yliopiston geometrian kurssilla.
Kommentoinnin apuna on käytetty lukion pitkän matematiikan oppikirjaa Pitkä matematiik-
ka 3 Geometria [16]. Kirjan valikoitui sattumanvaraisesti, eikä tässä tutkielmassa oteta kan-
taa sen sisältöihin tai esitystapaan verrattuna muihin lukion oppikirjoihin. Oletuksena va-
lintaa tehdessä oli se, että käytössä olevassa lukion oppikirjassa on löydettävissä vähintään
opetuussuunnitelman sisältöjen mukainen materiaali. Kyseinen kirja on tehty vuoden 2003
lukion opetussuunnitelman perusteiden mukaiseksi. Se sopii kuitenkin vuoden 2015 lukion
opetussuunnitelman perusteisiin, sillä niihin on geometrian kurssin osalta ainoastaan tullut
lisäys ” Kurssin tavoitteena on, että opiskelija osaa käyttää teknisiä apuvälineitä kuvioiden ja
kappaleiden tutkimisessa ja geometriaan liittyvien sovellusongelmien ratkaisussa.” Muutoin
opetussuunnitelma on tämän kurssin kohdalla pysynyt samana.
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4.3.2 Yhdenmuotoisuus
Yliopistogeometriassa yhdenmuotoisuuden tarkastelu aloitetaan kolmioiden näkökulmasta
ja laajennutaan tarkastelemaan yksinkertaisesti kolmioista muodostuvia kuvioita.
Määritelmä 4.1. Sanomme, että kolmiot ABC ja A′B′C ′ ovat yhdenmuotoiset, jos kolmioiden
vastaavat kulmat (α ja α′ jne., puhutaan myös vastinkulmista) ovat yhteneviä ja jos a/a′ =
b/b′ = c/c′.
Määritelmä 4.2. Sanomme, että tason joukko, joka voidan esittää toisiaan peittämättömien
kolmioiden yhdisteenä, on kuvio.
Huomautus. Määritelmä on ahdas; sen mukaan esim. ympyrä ei ole kuvio.
Yhdenmuotoisuuden määritelmä voidaan siis yleistää kolmioista muihinkin kuvioihin tar-
kastelemalla kutakin kuvion kolmiota erikseen. Kolmiulotteisten kappaleiden yhdenmuotoi-
suus sivuutetaan, mutta Lehtinen toteaa, että se on käsiteltävissä alkeisgeometrisin keinoin.
Lukiotasolla yhdenmuotoisuus lienee melko helposti omaksuttava asia. Pitkä matematiik-
ka -kirjassa ensin kuvailaan, minkälaiset kuviot ovat yhdenmuotoiset. Sen jälkeen tuodaan
esille määritelmiä 4.1 ja 4.2 vastaavat asiat. Luvussa esitellään myös kolmioiden yhdenmuo-
toisuuslause (kk): ”Jos kolmioiden kahta kulmaa vastaavat yhtä suuret kulmat toisessa kol-
miossa, niin kolmiot ovat yhdenmuotoiset”. Lisäksi luvussa perhdytään tuntemattoman ja-
nan pituuden määrittämiseen verrantojen avulla. Yhdenmuotoisten kuvioiden pinta-alojen
suhteen käsittelylle on omistettu kokonainen luku.
4.3.3 Sini- ja kosinilause
Yliopistogeometriassa asiaa lähestytään määrittelemällä ensin sini ja kosini tietyiksi kolmion
suhteiksi. Sen jälkeen voidaan todistaa sinin ja kosinin neliöiden summan olevan yksi, kol-
mion pinta-ala sinin avulla, sinilause sekä kosinilause. Tässä tutkielmassa esitämme vielä
todistukset sinilauseelle sekä kosinilauseelle, sillä ne on erikseen mainittu opetussuunnitel-
man keskeisissä sisällöissä. Lisäksi todistuksia on monen näkökulman mukaan hyvä esittää
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myös lukiossa ja mikä vielä tärkeämpää, kannustaa niiden avulla opiskelijoita oman todista-
misajattelun kehittämiseen esimerkiksi harjoittelemalla todistamista, todistuksen osien kir-
joittamista tai todistusten täydentämistä.
Määritelmä 4.3. Jos suorakulmaisissa kolmioissa ABC ja A′B′C ′ kulmat ∠BCA ja












Koska suhteet riippuvat vain kulman α suuruudesta, on mahdollista kutsua niitä kulmasta
α riippuviksi suureiksi, edellistä kulman α siniksi ja jälkimmäistä kulman α kosiniksi ja
merkitä niitä symboleilla sinα ja cosα. Jos α on tylppä kulma, sen vieruskulma φ on terävä.
Sovimme, että tässä tapauksessa sinα = sinφ ja cosα = −cosφ. Lisäksi sovitaan, että jos
kulma α on suora kulma, niin sinα= 1 ja cosα= 0.
Lause 4.4. Kaikille kulmille α pätee
(sinα)2 + (cosα)2 = 1.















missä R on kolmion ympäri piirretyn ympyrän säde ja sivua a vastaa kulma α, sivua b kulma
β ja sivua c kulma α.
Todistus. Oletetaan, että kulma ∠BAC = α on terävä. Piirretään kolmion ABC ympäri piir-
retyn ympyrän halkaisija A′B. Thaleen lauseen perusteella kolmio A′BC on suorakulmainen
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Oletetaan, että kulma ∠BAC = α on tylppä. Silloin A′ on eri puolella suoraa BC kuin A.








Muita kolmion sivuja ja kärkiä koskeva todistus on sama.
Lukiossa sinilause (4.6) voidaan todistaa esimerkiksi lauseen (4.5) avulla. Pitkä matematiik-
ka 3 Geometria -kirjassa [16] on esitetty sinilauseen ehkä helppotajuisin todistus, jossa käy-
tetään hyväksi kolmion korkeusjanan ilmaisemistä kahdella eri tavalla. Lukiossa tärkeää on
se, että opiskelijoille tarjotaan mahdollisuus lukea ja myös tuottaa todistuksia. Sinilauseen
kohdalla tähän on otollinen tilaisuus, koska lauseen johto on yksinkertainen.
Lause 4.7 (Kosinilause). Kolmiossa ABC on
c2 = a2 + b2 − 2ab cosγ.
Todistus. Voidaan olettaa, että kulma β on terävä. Olkoon D se suoran BC piste, jolle
AD⊥BC . Jos γ on terävä, D on B:n ja C:n välissä. Jos γ on tylppä, C on B:n ja D:n vä-
lissä. Kosinin määritelmän mukaan kummassakin tapauksessa a = c cosβ + b cosγ eli
c cosβ = a − b cosγ. Siis c2 cos 2β = a2 + b2 cos 2γ − 2ab cosγ. Sinilauseen perusteella
c2 sin2β = b2 sin2γ. Lasketaan edelliset puolittain yhteen ja käytetään lausetta (4.4), jolloin
saadaan väite.
Kosinilause voidaan siis todistaa sinilauseen avulla. Oppikirjassa Pitkä matematiikka 3 Geo-
metria [16] kosinilause todistetaan viemällä ajatukset ensin Pythagoraan lauseeseen tar-
kastelemalla suorakulmaista kolmiota ja sen jälkeen siirtymällä tilanteisiin, jossa suoran
kulman tilalla onkin tylppä tai terävä kulma. Sini- ja kosinilause voivat lukiossa jäädä irral-
lisiksi nippelitiedoiksi, jos opiskelijat eivät pysty liittämään niitä muuhun matematiikkaan.
Lukiossa niiden käsittely on onneksi hedelmällinen tilanne matemaattisille keskusteluille
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Kuva 4.1: Kuvassa jana d = c cos beta ja jana e = b cos gamma.
ja ryhmätöille, miksei myös ongelmanratkaisulle. Opettaja voi asettaa ryhmille kysymyksiä
esimerkiksi siitä, miten kosinilause liittyy Pythagoraan lauseeseen tai miten Pythagoraan
käänteislause voidaan perustella kosinilauseen avulla. Kirjassa Pitkä matematiikka 3 Geo-
metria [16] kosinilauseen todistuksen toinen tapaus, jossa käsitellään suoran kulman sijaan
terävää kulmaa on jätetty harjoitustehtäväksi. Opettajan kannattaakin hyödyntää tehtävää
ongelmatehtävänä esimerkiksi siten, että tylpän kulman tapaus on käyty läpi, jonka jälkeen
ryhmissä pohditaan terävän kulman tapaus ottamatta suoraan mallia tylpän kulman tapauk-
sesta.
4.3.4 Ympyrän, sen osien ja siihen liittyvien suorien geometria
Yliopistogeometriassa aloitetaan ympyrän käsittely määrittelemällä se intuitiivista käsitystä
(ainakin omaani) vastaavalla tavalla. Tämän jälkeen määritellään peruskäsitteet, kuten kes-
kipiste, säde, halkaisija, tangentti, sivuamispiste, jänne, sisäympyrä ja esitellään tunnettuja
lauseita, kuten Thaleen lause ja kehäkulmalause.
Määritelmä 4.8. Jos O ja A ovat pisteitä, niin O-keskinen ja OA-säteinen ympyrä Γ on niiden
36
pisteiden B joukko, joille OB ∼= OA. Piste O on Γ :n keskipiste ja jana OA Γ :n säde. Jos a on
mielivaltainen O:n kautta kulkeva suora, niin tällä suoralla ja Γ :lla on tasan kaksi yhteistä
pistettä C ja D; O on C:n ja D:n välissä. C D on Γ :n eräs halkaisija.
Tässä vaiheessa yliopistogeometriassa osoitetaan, että ympyrän keskipiste sekä kolmion ym-
pärysympyrä ovat yksikäsitteisiä. Lisäksi määritellään, mitä tarkoittaa, että piste on ympy-
rän sisä- tai ulkopuolella. Nämä sivuutetaan tässä. Tämän jälkeen päästään määrittelemään
ympyrän tangentti ja sivuamispisteet sekä jänne.
Määritelmä 4.9. Jos suoralla a ja ympyrällä Γ on yksi ja vain yksi yhteinen piste, niin a on
Γ :n tangentti. Tällöin sanotaan myös, että a ja Γ sivuavat toisiaan ja ympyrän Γ ja suoran
a ainoa yhteinen piste on suoran ja ympyrän sivuamispiste. Samoin jos kahdella ympyrällä
on yksi ja vain yksi yhteinen piste, ympyrät sivuavat toisiaan; yhteinen piste on ympyröiden
sivuamispiste.
Lause 4.10 (Ympyrän tangentti on kohtisuorassa ympyrän sädettä vastaan). Olkoon Γ O-
keskinen ja OA-säteinen ympyrä. Olkoon suora a pisteen A kautta kulkeva ja suoraa OA vastaan
kohtisuora suora. Silloin a sivuaa Γ :aa ja a:n kaikki pisteet A:ta lukuunottamatta ovat Γ :n
ulkopuolella. Jos suora a on ympyrän Γ tangentti ja A on a:n ja Γ :n yhteinen piste, niin OA⊥a.
Lause 4.11 (Suoran ja ympyrän yhteisten pisteiden määrä). Jos suoralla a ja ympyrällä Γ on
yhteinen piste, mutta a ei ole Γ :n tangentti, niin a:lla ja Γ :lla on tasan kaksi yhteistä pistettä.
Määritelmä 4.12. Jana AB, jonka molemmat päätepisteet ovat ympyrällä Γ , on ympyrän Γ
jänne.
Nyt yliopistogeometriassa todistetaan muun muassa kahden ympyrän sivuamispisteen ja
keskipisteen välinen yhteys, kahden ympyrän yhteisten pisteiden määrä ja ympyrän sisä-
puolen kuperuus kahden ympyrän leikkauspisteen olemassaolo (tarvitaan uusi aksiooma).
Tässä tutkielmassa sivuutetaan näiden aukikirjoittaminen. Sen sijaan edetään lauseeseen
kolmion kulmanpuolittajista:
Lause 4.13. Kolmion ABC kulmien puolittajat leikkaavat toisensa samassa pisteessä I.
Lause 4.14. I keskipisteenä voidaan piirtää ympyrä, joka sivuaa kolmion ABC kaikkia sivuja.
Tämä on kolmion ABC sisäympyrä.
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Lause 4.15. Kolmion kulman vieruskulma on kolmion muiden kulmien summa.
Seuraava kuuluisa lause sanoo, että puoliympyrän kaaren sisältämä kulma on suora.
Lause 4.16 (Thaleen lause). Olkoon AB ympyrän Γ halkaisija ja C jokin muu Γ :n piste kuin
A tai B. Silloin ∠ACB on suora kulma.
Todistus. Lemman (4.15) perusteella kulman∠ACB vieruskulma on kulmien∠CAB ja∠CBA
summa. Olkoon OΓ :n keskipiste. Kolmiot OCA ja OBC ovat tasakylkisiä. Siis kulma ∠ACB
on kulmien ∠CAB ja ∠CBO summa. Mutta näin ollen ∠ACB on vieruskulmansa suuruinen
ja siis suora.
Seuraava lause on käänteinen Thaleen lauseelle. Se sanoo, että jos ympyrä sisältää suoran
kulman, sitä vastaava jana on ympyrän halkaisija.
Lause 4.17. Olkoot A,B ja C ympyrän Γ pisteitä ja ∠ACB suora kulma. Tällöin AB on ympyrän
Γ halkaisija.
Määritelmä 4.18. Olkoot A ja B O-keskisen ympyrän Γ pisteitä. Oletetaan, että AB ei ole
ympyrän halkaisija. A, B ja kaikki ne Γ :n pisteet C , joille C on kulman ∠OAB aukeamassa,
muodostavat kaaren AB. Muut ympyrän Γ pisteet muodostavat kaaren AB komplementti-
kaaren. Jos C on kaaren AB komplementtikaaren piste, niin C ei ole suoralla AB lauseen
(4.11) perusteella. Kulma ∠ACB on (eräs) kaarta AB vastaava kehäkulma.
Lause 4.19 (Kehäkulmalause). Olkoon Γ O-keskinen ympyrä ja olkoot A ja B kaksi Γ :n pis-
tettä; A ja B eivät ole Γ :n halkaisijan päätepisteet. Jos C ja D ovat samalla puolella suoraa AB
olevia Γ :n pisteitä, niin ∠ACB ∼= ∠ADB.
Huomautus. Kehäkulmalause sanoo, että kaikki saman kaaren kehäkulmat ovat yhtä suuria.
Lauseen todistamisen aikana huomataan, että ∠ACB on C:stä riippumatta puolet kulmasta
∠OAB. Lisäksi kehäkulmalause voidaan laajentaa tilanteeseen, jossa ”kehäkulman” toinen
kylki on ympyrän tangentti.
Lukiogeometriassa voidaan ympyrän, sen osien ja siihen liittyvien suorien geometrian suh-
teen edetä hyvin samansuuntaisesti kuin yliopistogeometriassa, mutta vähemmän yksityis-
kohtaisesti. Kaikkia geometrian kurssin asioita voidaan havainnollistaa GeoGebralla, joka on
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dynaaminen matematiikkatyökalu. Erityisen hyvin se sopii Thaleen lauseen ja kehäkulma-
lauseen kaltaisten haastavempien lauseiden kvalitatiiviseen tarkasteluun. GeoGebraa voi-
daan hyödyntää ennen lauseiden todistamista. Tällöin lukiolaiset voivat aluksi itse tarkas-
tella useita erilaisia kulman suuruuksia ja tilanteita jonkin valmiin dynaamisen sovelman
avulla tai rakentamalla tilannetta itse vähitellen. Kummassakin tapauksessa he voivat näin
saada mahdollisimman selkeän käsityksen käsiteltävän lauseen sisällöstä ennen todistuksen
formalisointia.
4.3.5 Kuvioihin ja kappaleisiin liittyvien pituuksien, kulmien, pinta-
alojen ja tilavuuksien laskeminen
Tämä lukiomatematiikan sisältö on todella laaja. Sisällön tulkintaa yliopistomatematiikan
näkökulmasta helpottaa se, että opetussuunnitelman tavoitteissa todetaan seuraavasti:
Kurssin tavoitteena on, että opiskelija osaa ratkaista geometrisia ongelmia käyt-
täen hyväksi kuvioiden ja kappaleiden ominaisuuksia, yhdenmuotoisuutta, Pytha-
goraan lausetta sekä suora- ja vinokulmaisen kolmion trigonometriaa.
Aiemmin tässä luvussa käsiteltyjen asioiden avulla pääsee jo alkuun kuvioihin ja kappalei-
siin liittyvien pituuksien, kulmien, pinta-alojen ja tilavuuksien laskemisessa. Siniä ja kosinia,
jotka on edellä määritelmässä 4.3 määritelty sekä teräville että tylpille kulmille, ja niihin liit-
tyviä lauseita voi hyödyntää. Myös muista trigonometrisistä suhteista, jotka voidaan lausua
sinin ja kosinin avulla, voi olla apua. Luku ”’ympyrän, sen osien ja siihen liittyvien suorien
geometria” sisältää myös useita hyödyllisiä lauseita.
Edellämainittujen asioiden lisäksi on syytä käsitellä edellä olevassa opetussuunnitelman lai-
nauksessa mainittua Pythagoraan lausetta. Pythagoraan lause voidaan ajatella kosinilauseen
4.7 erikoistapauksena. Kun lauseessa esiintyvä kulma γ = 90◦, niin cos γ = 0. Tällöin kosi-
nilause saa muodon
c2 = a2 + b2,
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eli suorakulmaisessa kolmiossa hypotenuusan neliö on yhtä suuri kuin kateettien neliöi-
den summa. Sama asia toisella tavalla muotoiltuna: Kun lasketaan sellaisten kolmen neliön
pinta-alat, joista jokaisen sivun pituus on sama kuin yksi suorakulmaisen kolmion sivujen
pituuksista, niin suurimman neliön pinta ala on sama kuin kahden pienemmän yhteensä.
Lehtisen luentomonisteessa [19] esitetään Pythagoraan lauseelle Eukleideen todistus, joka
käyttää hyväksi samansisältöisyyden ja neliöiden yhdisteen käsitteitä. Lukiotasolla viimeis-
tään opiskelijoilla on oikeus nähdä tai ”löytää” todistus lauseelle, vaikka osa on saattanut
sen tehdä jo yläasteella. Käytössä olevasta oppikirjasta varmasti löytyy yksi todistus. Voi olla
myös hyödyllistä perehtyä useampiin erilaisiin todistuksiin. Näin voi oppia, että saman asian
voi matematiikassa osoittaa monella eri tavalla ja ehkä huomata sen, että vaikka ei asiaa tai
todistusta ymmärrä yhdellä tavalla esitettynä, toinen tapa voi selkeyttää asiaa huomatta-
vasti. Lisäksi erilaisten todistusten näkeminen samasta lauseesta voi auttaa ymmärtämään
matematiikan luonnetta ja kannustaa parhaassa tapauksessa opiskelijaa itse kehittämään
jollekin lauseelle uuden todistuksen tai parantamaan entistä.
Oma kysymyksensä yliopistogeometriassa on jopa se, miten pituus ja pinta-ala määritellään.
Kuten Lehtinen [19] toteaa, ”Samoin kuin mittaluvun liittäminen janaan, myös kuvion ko-
koa oikein kuvaavan mittaluvun synnyttäminen on epätriviaali tehtävä.” Arkikäsityksemme
pituudestä ja pinta-alasta saattaa sisältä ajatuksen niiden olemassa olon itsestään selvyy-
destä. Todellisuudessa kuitenkin on vaikeaa yhdistää toisiinsa geometria ja lukujärjestelmä,
joka on alun perin kehittynyt diskreettien kokoelmien osien lukumäärän ilmaisemista varten
[19]. Emme kuitenkaan syvenny näiden käsitteiden määrittelyyn tässä tutkielmassa tarkem-
min. Pääasiallinen syy tähän on se, että määritelmien aikaansaamiseksi tarvitaan käyttöön





Ylioppilaskirjoituksiksi kutsuttu ylioppilastutkinto on tärkeä osa suomalaista lukio-opetusta
ja -opiskelua. Ylioppilastutkintolautakunta vastaa tutkinnon johtamisesta, järjestämisestä
ja toimeenpanosta. Ylioppilastutkinto pannaan toimeen lukiokoulutuksen päätteeksi. Sen
avulla selvitetään, ovatko opiskelijat omaksuneet opetussuunnitelman mukaiset tiedot ja
taidot sekä riittävän kypsyyden. Tutkintoon kuuluvia kokeita järjestetään äidinkielessä ja
kirjallisuudessa, toisessa kotimaisessa kielessä, vieraissa kielissä, matematiikassa ja reaa-
liaineissa. Ylioppilastutkinto antaa yleisen korkeakoulukelpoisuuden suomalaisiin korkea-
kouluihin. Korkeakoulut myös käyttävät ylioppilastutkinnon tuloksia hyväksi opiskelijava-
linnassaan. Kokeiden arvostelusta tutkintolautakunnan sivulla todetaan hiukan ylimalkai-
sesti seuraavasti: ”Kokeista annetaan arvosanoja jotakuinkin seuraavasti: L 5 %, E 15 %, M
20 %, C 24 %, B 20 %, A 11 %, I 5 %. Arvosanojen suhteelliset osuudet vaihtelevat jonkin
verran eri kokeissa ja eri tutkintokerroilla.” [51]
5.1 Ylioppilastutkinnon uudistuminen ja tarpeellisuus
Ylioppilastutkinto uudistuu parhaillaan perustavanlaatuisesti. Vuonna 2013 alkaneen
Digabi-projektin tavoitteena on valmistella tieto- ja viestintätekniikan käyttöönottamista yli-
oppilastutkinnossa. Ensimmäisenä sähköisen kokeen suorittavat filosofian, maantieteen ja
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saksan ylioppilaskokelaat syksyllä 2016. Viimeisenä sähköistyy matematiikan koe keväällä
2019. [3]
Ylioppilastutkinnon roolista ja jopa tarpeellisuudesta käydään aika ajoin kiivastakin keskus-
telua. Myös aivan viime päivinä Helsingin Sanomien yleisönosastolla on keskusteltu asias-
ta. On melko selvää, että tutkinnon rooli lukiossa on tällä hetkellä suuri. Tutkinnon tai sen
roolin muuttamisesta tai säilyttämisestä on sen sijaan lukemattomia mielipiteitä puolesta ja
vastaan. Esitän seuraavassa kappaleessa joitakin yleisessä keskustelussa esiintyneitä mielipi-
teitä näkökulmien valaisemiseksi. Lähteenä on käytetty Helsingin Sanomissa vuosina 2015-
2016 julkaistuja mielipiteitä. Tarkoitus ei ole ottaa kantaa näkemysten esittämisen kautta.
Yhtenäinen ylioppilastutkinto on merkittävimpiä koulutuksen alueellisen tasa-arvon takaa-
jia. Ylioppilastutkinto on kallis ja tehoton järjestelmä. Ylioppilaskirjoitukset onnistuvat yleis-
sivistyksen arvioinnissa suhteellisen hyvin. Nykymuotoiset ylioppilaskirjoitukset ohjaavat
lukiokoulutusta ja ovat este sen kehittämiselle. Digitalisaation suoma nopeus ja joustavuus
edistävät ylioppilastutkinnon hyödyntämistä muillakin tavoin. Ylioppilaskirjoitusten tulisi
perustua oppiainerajat ylittäviin ilmiöperusteisiin tehtäviin. Ylioppilaskirjoitukset tarjoa-
vat tietoa valmistuvien jatko-opintokelpoisuudesta, eri lukioiden tosiasiallisesta tasosta ja
uusien opetusmenetelmäkokeilujen mahdollisista onnistumisista tai epäonnistumisista. Lu-
kiot ovat kuin 2,5 vuoden preppauskurssi ylioppilaskirjoituksiin.
Mielipiteitä selvästikin riittää sekä puolesta että vastaan. Tutkimustuloksia ei juuri ole, koska
ei ole ollut mahdollista tutkia, mitä tapahtuu ilman ylioppilastutkinnon olemassaoloa. Jon-
kinlaista vertailua voi toki tehdä esimerkiksin ruotsalaisen järjestelmän kanssa, jossa yliop-
pilaskirjoituksia ei järjestetä. Keskustelua on toki hyvä käydä, mutta tosiasiat kannattaa tun-
nustaa. Tällä hetkellä ylioppilastutkinnon lakkauttamisesta ei oletettavasti ole tietoakaan.
Tuskin sen uudistamiseen muutoin käytettäisiin valtava määrä resursseja ja työtunteja. To-
siasia on myös se, että nykymuotoisena ylioppilastutkinto ohjaa paljolti lukiossa tapahtuvaa
opetusta ja oppimista. Jos ohjaus tehdään viisaasti, se ei liene huonokaan asia.
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5.2 Matematiikan pitkän oppimäärän ylioppilaskoe
Pian valmistuvana matematiikan opettajana on kohtuulisen helppo nähdä matematiikan
ylioppilaskokeessa sekä hyviä että huonoja puolia. Tietyn oppimäärän (matematiikan koh-
dalla pitkän tai lyhyen) koe todellakin on sama kaikille koko maassa. Näin saadaan hyvin
vertailukelpoisia tuloksia. Tosin eri vuosina tai syksyn ja kevään tutkintokertojen välillä sa-
man arvosanan saaneiden taso voi hiukan vaihdella, esimerkiksi joskus läpipääsyyn riittää
7 pistettä eli vähän yli yhden tehtävän osaaminen, toisinaan vaaditaan jopa 14 pistettä eli
melkein kaksi ja puoli tehtävää. Ylioppilastutkinto toimii motivaation lähteenä ainakin osal-
le oppilaista. Sen läpäiseminen jopa kiitettävästi voi olla itseisarvo ja lisäksi tutkinnon lä-
päisemisellä ja arvoisanoilla on merkitystä korkeakouluihin pääsemisen kannalta. Toisaalta
opiskelijoilla voi olla suuretkin paineet kun moni opettaja painottaa tutkinnon tärkeyttä he-
ti ensimmäisistä kursseista lähtien. Yksi oleellinen kirjoituksia puoltava seikka on se, että
kaikki saman kokeen suorittavat tulevat käytännössä arvioiduiksi niin objektiivisesti kuin
mahdollista, kun heidän kokeensa arvioi lopullisesti vieras sensori, oman alansa asiantunti-
ja, joka ei tunne kokelasta.
Tällä hetkellä tuntuu, että ylioppilastutkinnon kehittämisessä mennään oikeaan suuntaan,
kun sitä sähköistetään. Koululaitoksen kehittäminen ja muuttaminen on haastavaa, ei vähi-
ten siksi, että muutokset koskevat niin suurta määrää ihmisiä. Muutosten onnistuminen ja
niiden positiivinen vaikutus on oleellisen tärkeää, muutoksia ei kannata tehdä edestakaisin.
Matematiikan kokeen sähköistäminen on vaikeaa, koska matematiikan kirjoittamiseen säh-
köisesti ei ole olemassa erityisen käteviä ratkaisuja. Tämän takia matematiikan koe varmas-
tikin sähköistyy viimeisenä. Sähköistäminen suuntana on matematiikankin kannalta hyvä,
sillä on syytä olettaa, että tulevaisuudessa matematiikkaakin täytyy pystyä tuottamaan ja
hallitsemaan sujuvasti ainakin tietokoneella ja miksi ei joskus kännykälläkin.
Geometrian tehtävissä sähköistäminen voi tuoda lisäarvoa monillakin tavoilla. Esimerkkejä
ovat tehtävänantoja havainnollistavat kuvat, jotka voivat sähköisessä muodossa olla suuren-
nettavissa ja vapaasti käänneltävissä, jotta muun muassa kolmiulotteisten kappaleiden hah-
mottaminen voi olla helpompaa. Materiaalina voi olla jopa videoita. Toisaalta esimerkiksi
omien matemaattisten mallikuvien tekeminen ja palauttaminen sähköisesti voi olla monelle
vaikeaa verrattuna käsin piirtämiseen. Ainakin osassa koetta kuvien piirtämistä voi helpot-
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taa huomattavasti sallimalla GeoGebran käytön. GeoGebra sisältää muun muassa synteetti-
sen geometrian piirtämistyökalut. GeoGebran avulla taas piirtämisessä vähemmän harjaan-
tunutkin opiskelija voi tuottaa selkeitä ja havainnollisia geometrisia kuvia. Nämä visiot ovat
kuitenkin vielä tulevaisuutta.
5.3 Geometrian tehtävät pitkän matematiikan kokeessa
Tutkimuksen osana haettiin vuosien 2013-2015 matematiikan pitkän oppimäärän ylioppi-
laskokeista geometrian tehtävät. Ylioppilaskokeiden tehtävät käytiin kahteen kertaan läpi ja
molemmilla kerroilla tehtiin muistiinpanot siitä, mitkä tehtävät ovat geometrian tehtäviä ja
millä perusteella. Kriteereinä sille, että tehtävä on geometrian tehtävä, käytettiin pääasialli-
sesti sitä, että tehtävän voi ratkaista opetussuunnitelman keskeisiä sisältöjä vastaavien tieto-
jen avulla, tai sitä, että tehtävänanto on opetussuunnitelman geometrian kurssin tavoittei-
den suuntainen. Muistiinpanot käytiin tarkastelun jälkeen läpi. Ne tehtävät, joiden kohdalla
muistiinpanoissa oli eroja, otettiin tarkempaan käsittelyyn. Mukaan on otettu vain lukion
geometrian kurssin sisältöjä vastaavat tehtävät, ei esimerkiksi analyyttisen geometrian tai
vektorilaskennan tehtäviä. Osa löydetyistä tehtävistä on osittain geometrian tehtäviä, joissa
täytyy lisäksi esimerkiksi etsiä funktion suurin arvo tai määrittää tiettyjä jonojen suhteita.
Tehtävät löytyvät luokiteltuina taulukosta 5.1. Taulukossa S = syksy, K = kevät, jonka jäl-
keen tulee vuosiluku; kaksoispisteen jälkeen tehtävän numero ja mahdollisesti osa (a,b,
jne.). Tähtitehtävät on merkitty tähdellä. Sama tehtävä voi esiintyä taulukossa useaan ker-
taan, jos sen ratkaisemisessa tulee hyödyntää useiden keskeisten sisältöalueiden tietoja. Kes-
keisten sisältöjen sarakkeeseen on lisätty lukion opetussuunnitelman perusteiden tavoitteis-
ta Pythagoraan lause, ja sen sarakkeeseen on laitettu tehtävät, joissa Pythagoraan lauseen
hyödyntäminen on iso osa tehtävää. Myös useissa muissa tehtävissä tulee hyödyntää Pytha-
goraan lausetta. Muutamia lisäkommentteja tehtävistä on esitetty liitteessä.
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Ongelmatehtävä on Leppäahon mukaan sellainen, jota yksilö ei kykene ratkaisemaan välit-
tömästi, mutta jonka ratkaisu hänen on mahdollista saavuttaa. Lisäksi Leppäaho esittää Ko-
posen (1995) määritelmän, jonka mukaan matemaattisen ongelman ratkaisemisessa käyte-
tään jollakin tavoin apuna matemaattisia keinoja. Ongelmanratkaisu voi kestää sekunneista
vuosiin. Henkilö ja aika määräävät sen, onko tehtävä ongelma- vai rutiinitehtävä: lukiolaisel-
le rutiininomainen kolmion pinta-alan määrittäminen on neljäsluokkalaiselle ongelmateh-
tävä. Ongelmatehtävät voidaan luokitella sanallisiin, numeerisiin ja geometrisiin tehtäviin.
[22]. Lisäksi ongelma voi olla avoin tai suljettu. Avoimessa ongelmassa joko lähtö- tai alku-
tilanne tai ratkaisuprosessi on avoin. [13]. Yksittäisen tehtävän ratkaiseminen voi sisältää
sekä ongelmien että rutiinitehtävien ratkaisemista. Rutiinitehtävällä tarkoitetaan tehtävää,
jonka ratkaisemiseksi oppilaalla on tiedossaan valmis ratkaisumenetlmä. [11].
Haapasalon [10] mukaan ongelmanratkaisulla tarkoitetaan aina prosessia, joka sisältää on-
gelmaan orientoitumisen, ongelman työstämisen, ongelman ratkaisemisen sekä ratkaisun
tulkinnan. Saariluoma [39] määrittelee ongelmanratkaisun pohjanaan Dewey (1910), Pó-
lya (1957) ja Newell ja Simon (1972): ”Ongelmanratkaisu on ajatteluprosessi, joka syntyy
ongelmatilanteessa. Ongelmatilanteessa ratkaisijalla on aina jokin tavoite, jonka hän pyrkii
saavuttamaan, mutta ei kykene saavuttamaan sitä välittömästi käytettävissä olevien keinojen
avulla. Ongelmanratkaisuprosessissa ongelmatilanne on alkutila ja ratkaisuprosessi etenee sar-
jana transformaatioita, joissa alkutila muunnetaan ratkaisuksi.” Matemaattisen ongelman-
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ratkaisun voi määritellä useilla tavoilla. Leppäaho esittää kolme: Baroodyn (2003) mukaan
ongelmanratkaisu on lähestymistapa, jossa keskitytään matemaattisen ajattelun kehittämi-
seen, Lester ja Kehle (2003) kuvaavat matemaattisen ongelmanratkaisun ajatteluprosessik-
si, jossa ratkaisija pyrkii ymmärtämään ongelmatilannetta matemaattisen tietonsa avulla
ja tekee yrityksiä hankkiakseen uutta tietoa tilanteesta, kunnes ratkaisee epätietoisuuden.
Omassa tutkimuksessaan Leppäaho tarkoittaa matemaattisella ongelmanratkaisulla proses-
sia, jonka oppilas suorittaa yrittäessään ymmärtää ja ratkaista annettua ongelmaa, johon
hän tarvitsee matemaattisen tietonsa soveltamista ja joka ei välttämättä päädy oikeaan vas-
taukseen. [22]. Tähän tutkimukseen sopii kyseinen Leppäahon määritelmä matemaattiselle
ongelmanratkaisuprosessille.
Matemaattista ongelmanratkaisua on tutkittu todella paljon ja lukuisista eri näkökulmista.
Iso osa ongelmanratkaisua käsittelevistä julkaisuista asettaa Pólyan pohjaksi yleisten strate-
gioiden suunnasta tapahtuville tarkasteluille. [10]. Viime vuosina tutkimusta on tehty eri-
tyisesti teknologia-avusteisesta näkökulmasta. Näistä suomalaistaustaisia esimerkkejä ovat
Hähkiöniemen et al. tutkimus avoin ongelmanratkaisu teknologia-avusteisessa ympäristössä
[13] ja Leppäahon väitöskirja [22]. Ongelmanratkaisun teoriaa on kehitetty edelleen tutki-
musperustaisesti, esimerkkinä Schoenfeld [42].
Tutkielmassa keskitytään lukiotasoisiin geometrisiin ongelmatehtäviin, jotka ovat useimmi-
ten ratkaisuprosessiltaan avoimia, eli ne voidaan ratkaista monilla eri tavoilla.
6.1 Heuristiikka
Leppäahon mukaan heuristiikka tarkoittaa oppia siitä, miten parhaiten saavutetaan uutta
tietoa. Schoenfeld (1985) määrittelee heuristisen strategian tekniikaksi, jonka tarkoitukse-
na on auttaa ratkaisijaa ymmärtämään ongelma paremmin ja mieluiten ratkaisemaan se.
[22]. Haapasalo määrittelee heuristiikat kaikiksi strategioiksi, joilla asiatietoja käsitellään
ongelmatilanteissa [10]. Pólya puolestaan esittää heurististen strategioiden sisältävän kaikki
keinot, jotka oikein käytettyinä parantavat kykyä ratkaista matemaattisia ongelmia. Käsittei-
tä heuristiikka, heuristinen prosessi, heuristinen strategia ja heuristinen ajattelu käytetään
usein synonyymeinä [10].
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6.2 Ongelmanratkaisuprosessi, -malli ja -strategia
Ongelmanratkaisutapahtuma itsessään eli ongelmanratkaisutilanteessa ratkaisua edistä-
mään tarkoitetuista toiminnoista muodostuva kokonaisuus on prosessi, joka voidaan mää-
ritellä luvussa 6 esitetyillä tavoilla.
Ongelmanratkaisumalli esittää ongelmanratkaisuprosessin rungon eli siihen sisältyvät toi-
minnot. Malleja löytyy kirjallisuudesta lukuisia, muutamia niistä esitellään luvussa 6.4. Mi-
tään yleispätevää, kaikkiin tehtäviin pätevää mallia ei ole olemassa. [22].
Ongelmanratkaisustrategia on opeteltu tai opittu keino, joka valitaan käytettäväksi ongel-
maa ratkaistaessa. Se sisältää ongelmanratkaisussa käytettävissä olevat työtavat. Ongelman-
ratkaisustrategioita voi opetella esimerkkitehtävien avulla. [22]. Luvussa 6.5 on kuvattu tar-
kemmin joitakin ongelmanratkaisustrategioita.
6.3 Matemaattinen ongelmanratkaisutaito
Matemaattinen ongelmanratkaisutaito on käytännön taito, joka koostuu useista osista. Tässä
tutkielmassa matemaattisella ongelmanratkaisutaidolla tarkoitetään yksilön kykyä ratkaista
ongelmia, joihin tarvitaan matemaattisen tiedon soveltamista erilaisia ratkaisumalleja ja
strategioita hyödyntäen.
Leppäaho [22] jaottelee matemaattisen ongelmanratkaisutaidon kuuteen osaan. Jaottelu
näkyy taulukossa 6.1. Jaottelu on kehitetty Krutetskiin (1976) ja Ballewin ja Cunninghamin
(1982) ongelmanratkaisukykyjen jaotteluun sekä Mosesin (1982) ongelmanratkaisutaidon
määritelmän pohjalta. Taulokon selektiivisyys tarkoittaa järkevän valitsemisen taitoa: on-
gelmanratkaisutilanteessa ratkaisija tekee valintoja siitä, mitä tietoja, heuristiikkoja, ongel-
manratkaisumalleja ja -strategioita hän käyttää. Affektiivisiin tekijöihin kuuluvat motivaa-
tion lisäksi uskomukset, asenteet, emootiot ja arvot.
Yksilön matemaattinen ongelmanratkaisukyky riippuu hänen omaksumiensa taitoalueiden
määrästä ja laajuudesta (taulukko 6.1). Taitoalueiden hallinnan ja yhteistoiminnan lisäämi-
nen parantaa ongelmanratkaisukykyä. Tähän tarvitaan runsaasti harjoitusta eli ongelman-
48
ratkaisua. Motivaatiolla, kuten muillakin affektiivisilla tekijöillä, on tärkeä rooli opiskelijan
harjoittelun tai harjoittelemattomuuden suhteen.
Kuva 6.1: Matemaattinen ongelmanratkaisutaito Leppäahon (2007) mukaan
6.4 Ongelmanratkaisumalleja
Matemaattinen ongelmanratkaisu on monivaiheinen prosessi, jota voidaan kuvata lukuisilla
malleilla.
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Leppäahon [22] mukaan Dewey (1910) esitti ensimmäisen vaihemallin, joka on vaikutta-
nut ongelmanratkaisun tutkmiukseen. Malli on viisivaiheinen hypoteesin ja testauksen sykli.
Sen ajatus on, että ratkaisija esittää oletuksia siitä, miten ratkaisu voi löytyä ja testaa oletuk-
siaan. Vaiheet ovat 1. ongelman tunnistaminen, 2. ongelman paikantaminen ja määrittely,
3. mahdollisen ratkaisun esittäminen, 4. ehdotuksen seurausten pohdinta ja 5. havainnointi
sekä kokeilu.
Pólyan (1945) tunnettu ongelmanratkaisumalli kuvaa ongelmanratkaisun neljän vaiheen
avulla, jotka ovat 1. ongelman ymmärtäminen, 2. suunnitelman tekeminen, 3. suunnitelman
toteuttaminen ja 4. ratkaisun tarkasteleminen. Pólyan malli esitellään tarkemmin luvussa
6.6.
Lester (1978) kuvaa prosessin seitsemässä vaiheessa, joiden pohjana oleva Pólyan ongel-
manratkaisumalli on helppo tunnistaa. Vaiheet ovat Leppäahon [22] mukaan 1. ongelman
tiedostaminen, 2. ongelman ymmärtäminen, 3. tavoiteanalyysi, 4. suunnitelman laatiminen,
5. suunnitelman toteuttaminen, 6. menetelmän arviointi ja 7. ratkaisun arviointi. Vaiheiden
1. ja 2. jälkeen ratkaisija liikkuu edestakaisin vaiheiden 3.-6. välillä. Lopuksi vaiheessa 7.
tarkistetaan ratkaisun järkevyys saadulla tuloksella.
Hähkiöniemen [13] mukaan Mason sijoittaa Pólyan mallin vaiheiden 1.-3. tilalle vuorotte-
levat sisäänpääsyn ja hyökkäyksen vaiheet, jotka vuorottelevat johtuen uusista ideoista ja
kohdatuista vaikeuksista. Leppäahon [22] mukaan Masonin ongelmaratkaisumallin kolme
vaihetta korostavat ongelmanratkaisuprosessin syklisyyttä sekä sitä, että ”jumit” eli ongel-
matilanteet kuuluvat ongelmanratkaisuprosessin luonteeseen.
Leppäaho [22] kuvaa Schoenfeld (1985) yksityiskohtaista ongelmanratkaisumallia tarkas-
ti. Schoenfeldin mallin päävaiheet ovat analyysi, suunnittelu, tutkiminen, toteutus ja tar-
kistus. Analyysivaiheessa perehdytään tarkasti ongelmaan. Suunnitteluvaiheessa ratkaisija
suunnittelee ja kontrolloi ratkaisuprosessia, tutkimusvaiheessa ratkaisija taas käyttää heu-
ristiikkoja, tutkii vastaavia ongelmia ja saattaa palata analysoimaan tehtävää. Toteutusvaihe
käsitetään mallissa selkeäksi ja yksiselitteiseksi. Kuten Pólya, Schoenfeld korostaa viimeisen
vaiheen tärkeyttä oppimisen ja ongelmanratkaisussa kehittymisen kannalta. Schoenfeld pai-




Leppäaho [22] esittää tutkimuskirjallisuuden ongelmanratkaisustrategioita Hammourin
(2003) mukaan: erilaiset silmukointimenetelmät, ongelman jakaminen pienempiin osiin,
etuperin ja takaperin työskentely, yleistäminen ja testaus, analyyttiset ja holistiset mentel-
mät, algebralliset menetelmät, ongelman vertaaminen samantyyppisiin ongelmiin ja ongel-
man yksinkertaistaminen.
Pólya esittää teoksessaan [36] ongelmanratkaisumenetelmänsä yhteydessä paljon ohjeita
mallin vaiheiden toteuttamiseksi. Ohjeita esitellään luvussa 6.6. Useat ohjeista ovat samo-
ja tai samankaltaisia kuin edellä mainitut tutkimuskirjallisuudesta löytyneet strategiat. Ne
eivät kuitenkaan ole kovin yksityiskohtaisia, ja erityisesti aloittelevan ongelmanratkaisijan
voi olla vaikea saada niistä kiinni. Siksi samassa luvussa ohjeita täydennetään Schoenfeldin
[42] esittämillä tarkemmilla ongelmanratkaisustrategioilla.
Yksi selkeä ongelmanratkaisustrategioiden jaottelu on peräisin LeBlanciltä (1977), hän ja-
kaa strategiat yleisiin ja auttaviin. Leppäaho [22] esittää sen kuten taulukossa 6.1.
Taulukko 6.1: Ongelmanratkaisustrategiat LeBlancin (1977) mukaan
Yleiset strategiat Auttavat strategiat
1. Yritys ja erehdys Diagrammit
2. Järjestelmällinen lista eri Taulukot
mahdollisuuksista Piirrokset
3. Ongelman yksinkertaistaminen Luettelot
4. Kaavan etsiminen ongelmasta Yhtälöt
5. Kokeilu - Ovat välivaiheita yleisten
6. Päättely strategioiden toteuttamisessa
7. Yleistys - Soveltuvat kaikkiin yleisiin
8. Takaperin työskentely ongelmanratkaisustrategioihin
LeBlanchin jaottelu on käytännöllinen, sillä sen esittämät strategiat ovat myös lukiolaiselle
helposti hahmotettavissa. Lisäksi jaottelun strategiat sisältyvät sekä sekä Pólyan [36] ongel-
manratkaisumenetelmän toteuttamisohjeisiin että Schoenfeldin [42] ongelmanratkaisustra-
tegioihin, joita esitellään lisää seuraavassa luvussa (luku 6.6).
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6.6 Pólyan ongelmanratkaisumenetelmän vaiheet
Pólyan ongelmanratkaisumenetelmän vaiheet saattavat vaikuttaa jopa hämmentävän yksin-
kertaisilta. Tosiasiassa niihin sisältyy runsaasti tietoa älykkäästä ongelmanratkaisusta. Pó-
lyan mukaan menetelmän kysymykset ja kehotukset ovat yleisiä, luonnollisia, yksinkertai-
sia, ilmeisiä ja arkiseen maalaisjärkeen perustuvia. Menetelmä tuntuukin järkeenkäyvältä
ja houkuttelee kokeilemaan. Valitettavasti Pólyan kuvaus ei tarkoita sitä, että esimerkiksi
matematiikan opettajat luontaisesti käyttäisivät hänen kuvaamaansa kaltaista menetelmää
opiskelijoiden ongelmanratkaisun ohjaamiseen. Siksi on tarpeen perehtyä menetelmään ja
pyrkiä tietoisesti sekä reflektoiden soveltamaan sitä käytännössä huomioiden lisäksi proses-
sin epälineaarisuuden. Seuraavana esitetään menetelmän vaiheet tarkemmin. Lisäksi Póly-
an ongelmanratkaisumenetelmän vaiheita 1., 2. ja 4. täsmennetään Schoenfeldin [41] tär-
keimmillä ongelmanratkaisustrategioilla, jotka esitetään Leppäahon [22] mukaan. Vaikka
Schoenfeld liittää strategiat oman mallinsa vaiheisiin [22], ne sopivat hyvin täydentämään
Pólyan mallin vaiheita.





Ensin. Ongelma täytyy ymmärtää.
Itselleen tai opiskelijalle voi esittää seuraavia kysymyksiä: Mikä on tuntematon?
Mitä tietoja on annettu? Mitä ehtoja on esitetty?
Tavoitteena on selvittää, onko esitetyt ehdot mahdollista toteuttaa, ovatko ne
riittävät tuntemattoman määrittämiseksi vai kenties riittämättömät, tarpeetto-
mat tai ristiriitaiset?
Konkreettisia keinoja etenemiseen ovat kuvan piirtäminen, sopivan merkintäta-
van valinta sekä ehtojen tunnistaminen ja kirjoittaminen (jos se on mahdollista).
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Hyödyllisiä ohjeita ovat Leppäahon [22] esittämät Schoenfeldin [41] strategiat.
1. Piirrä kuvio, jos suinkin mahdollista.
2. Tutki erikoistapauksia:
(a) Valitse erityisarvoja kokeillaksesi ongelmaa ja saadaksesi siihen ”tuntumaa”.
(b) Testaa ääritapauksia tutkiaksesi mahdollisuuksien määrää.
(c) Aseta mitä tahansa peräkkäisiä kokonaislukuja, kuten 1, 2, 3, . . . , ja etsi induk-
tiivista kaavaa.
3. Yritä yksinkertaistaa ongelmaa:
(a) hyödyntämällä symmetriaa tai
(b) järkeilyllä, yleisyyttä menettämättä (mittasuhteet säilyttäen).
Pólya toteaa ensimmäisestä vaiheesta, että ”On typerää vastata kysymykseen, jota ei ymmär-
rä, ja surullista ponnistella vailla mielenkiintoa.” Opettajan onkin nähtävä vaivaa ensinnäkin
löytääkseen opiskelijoiden tasolle sopivia tehtäviä ja toiseksi auttaakseen heitä sopivilla ky-
symyksillä ymmärtämään tehtävän itse. Opettajan ei tule kertoa, miten tehtävä ratkaistaan.
Toiseksi. Täytyy etsiä yhteys annettujen tietojen ja tuntemattoman välillä. Apuongelmista
voi olla hyötyä, jos yhteys ei ole välittömästi löydettävissä. Lopulta ratkaisijalla tulee olla
ratkaisun suunnitelma.
Kysymyksiä ja kehotuksia esitettäväksi: Tiedätkö jonkin samantyyppisen ongel-
man? Katso tuntematonta! Tässä on samantyyppinen ongelma, joka on ratkaistu
aiemmin. Voisiko sen tuloksia tai ratkaisumenetelmää hyödyntää?
Lisäksi jos alkuperäinen ongelma katoaa mielestä vaikkapa muuntelun takia,
voidaan kysyä: Käytitkö kaikkia annettuja tietoja? Huomioitko kaikki esitetyt
ehdot?
Tavoitteena on yrittää palauttaa mieleen jokin aiemmin kohdattu ongelma tai
väittämä joka on samankaltainen, josta voisi olla apua tai jossa on sama tai sa-
mankaltainen tuntematon.
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Konkreettisia keinoja etenemiseen ovat
1. Mieti, oletko joskus kohdannut samantyyppisen ongelman. Muistatko jon-
kin, jossa on sama tai samankaltainen tuntematon?
2. Esitä itsellesi jokin uusi ongelmaa koskeva kysymys.
3. Muunna ongelmaa: tee kulmasta kolmio tai kolmiosta suorakaide tai pa-
lastele ongelma osiin.
4. Edellisen kohdan avulla saatat löytää helpommin ratkaistavissa olevan
apuongelman. Voit myös pyrkiä kehittämään sellaisen tietoisesti.
5. Ongelmaa voi myös lähestyä käänteisesti: lopusta alkuun.
Huomioitavia seikkoja: käytitkö kaikkia annettuja tietoja? Huomioitko kaikki
esitetyt ehdot? Oletko huomioinut kaikki ongelmaan liittyvät oleelliset käsit-
teet?
Toinen vaihe vaatii aikaisemmin hankittua tietoa, hyviä ajatusmalleja, tavoitteeseen keskit-
tymistä ja vähän hyvää onneakin. Se on siis vaikea, tai haastava, kuten nykyään niin usein
halutaan sanoa. Sen aikana on kuitenkin mahdollisuus oivaltaa, saada onnistumisen elä-
myksiä. Joskus ratkaisusuunnitelman kannalta oleellisen asian selviäminen saattaa vaatia
nukkumisen yön yli. Jos on pohtinut ongelmaa ankarasti, se voi ratketa kuin itsestään yön
jälkeen.
Pólya kuvaa siis useita heuristiikoita, joiden avulla ongelman ratkaisua voi suunnitella, ku-
ten ”Yritä ratkaista jokin ongelmaan liittyvä helpompi ongelma” tai ”Voisiko ongelman muo-
toilla toisin?” Schoenfeld [42] esittää, että Pólyan heuristiikat ovat liian laajoja. Schoen-
feld kuvaa, että purkamalla Pólyan strategiat osiin on mahdollista muodostaa suoraviivai-
sen ohjelman strategioiden oppimiseksi. Näin kaikki opiskelijat voisivat ratkaista ongelmia.
Schoenfeldin [41] strategiat Leppäahon [22] mukaan lähestyvät tällaista ohjeistusta:
1. Tarkastele oleellisesti samanlaisia ongelmia.
(a) Korvaa olosuhteet vastaavilla.
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(b) Yhdistele uudelleen ongelman osia eri tavoilla.
(c) Perehdy apuelementteihin.
(d) Muotoile ongelma uudelleen joko
i. muuttamalla näkökulmaa tai merkintöjä,
ii. tarkastelemalla väitteitä puolesta ja vastaan tai
iii. olettamalla, että sinulla on ratkaisu ja määrittelet sen ominaisuudet.
2. Tarkastele hieman poikkeavia ongelmia
(a) Valitse osatavoitteita (jotka täyttävät ehdot osittain).
(b) Jousta ehdoista ja yritä määrätä ne uudelleen.
(c) Hajota ongelman sisältö ja työstä sitä tapauskohtaisesti.
3. Tarkastele laajasti poikkeavia ongelmia:
(a) Konstruoi analoginen ongelma, jossa on vähemmän muuttujia.
(b) Pidä vakiona kaikki muut paitsi yksi muuttuja selvittääksesi tämän muuttujan
vaikutuksen.




Muista! Kun käsittelet helpompia samantyyppisiä ongelmia, pitäisi yrittää hyö-
dyntää tulosta ja ratkaisumetodia annettuun ongelmaan.
Kolmanneksi. Toteuta suunnitelma.
Kehotus esitettäväksi: Tarkista jokainen vaihe.
Tavoitteena on toteuttaa kaikki vaiheet oikein. Opettaja voi myös ohjata opiske-
lijan miettimään eroa vaiheiden oikeellisuuden näkemisen ja vaiheiden oikeaksi
todistamisen välillä.
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Konkreettinen keino etenemiseen on tarkistaa jokainen vaihe ratkaisusuunnitel-
maa toteuttaessa.
Kolmas vaihe on kahteen edelliseen verrattuna helppo, mutta vaatii kärsivällisyyttä. Lisäksi
tässä vaiheessa voi selvitä, onko opiskelija todella muodostanut ratkaisusuunnitelman itse.
Jos ei ole, hän saattaa helposti unohtaa suunnitelman. Siksi on tärkeää, että toisessa vai-
heessa opiskelija on todella saanut tehdä työn, havainnot ja oivallukset itse, vaikka siihen
kuluu aikaa. Tällöin kolmas vaihekin sujuu paremmin.
Neljänneksi. Tarkastele ratkaisua.
Kehotus esitettäväksi: Voiko tuloksen tarkistaa? Voiko tuloksen johtaa eri taval-
la, lyhyemmin, intuitiivisemmin? Voiko tulosta tai ratkaisumenetelmää käyttää
jonkin toisen ongelman ratkaisemisessa?
Tavoitteena on ottaa kaikki hyöty irti ratkaistusta tehtävästä; sekä tuloksesta
että ratkaisusta.
Konkreettinen keino on miettiä uusia, jollakin tavalla juuri ratkaistun tehtävän
kaltaisia tehtäviä.
Leppäaho [22] esittää Schoenfeldin [41] kysymys- ja kehotusmuotoiset ongelmanratkai-
sustrategiat seuraavasti:
1. Läpäiseekö ratkaisusi spesifit testit?
(a) Käytetäänkö siinä kaikkia annettuja tietoja?
(b) Onko se yhdenmukainen järkevien arvioiden tai ennustusten kanssa?
(c) Kestääkö se symmetriatestin, dimensioanalyysin ja skaalautumisen?
2. Läpäiseekö tulos yleiset testit?
(a) Voidaanko tulos saada toisin?
(b) Voidaanko siihen sisällyttää erikoistapaukset?
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(c) Voidaanko se sieventää tunnetuksi tulokseksi?
(d) Voidaanko tulosta käyttää luomaan jotakin tietämääsi?
Edellisen listan kohta 1. (c) liittyy tehtävän ratkaisuna mahdollisesti saadun kaavan tarkas-
telemiseen. Pólya kuvaa muun muassa näitä kolmea tapaa tarkastella saatua tulosta kirjas-
saan [36]. Symmetriatesti tarkoittaa sitä, että jos tehtävä on symmetrinen joidenkin tietojen
suhteen, myös saadun kaavan tulee olla symmetrinen samojen tietojen suhteen. Dimensio-
analyysi tarkoittaa sitä, että kaavan antaman tuloksen mittayksikön on oltava oikein. Skaa-
lautuminen puolestaan tarkoittaa sitä, että kaavan tulee antaa oikeita tuloksia ajatellen esi-
merkiksi geometristen kappaleiden mittoja: kun suorakulmaisen särmiön pituus, leveys ja
korkeus kasvavat 6-kertaisiksi, myös avaruuslävistäjän pituuden tulisi kasvaa 6-kertaiseksi.
Neljäs vaihe on erittäin tärkeä, mutta helposti unohtuva. Sen sivuuttamalla haaskaa tärkeän
mahdollisuuden syventää osaamistaan. Tässä on myös tilaisuus tutkia ongelman yhteyksiä
erityisesti muihin matematiikan ongelmiin. Pólya esittää myös erityisesti geometrian tehtä-
viin sopivia menetelmiä ongelman ratkaisun tarkastamiseksi. Näitä ovat esimerkiksi sym-
metrian tai erityistapausten hyödyntäminen, analogia, yksikkötestaus. Monelta lukiolaisel-
takin unohtuu, että jo vastauksen suurusluokan arvioinnilla pääsee hyvin alkuun ratkaisun
tarkastelussa, joten lukio-opiskelija, joka osaa hyödyntää Pólyan esittämiä tarkistusmene-
telmiä, on päässyt suhteellisen pitkälle matemaattisen ajattelunsa kehittämisessä.
6.7 Ongelmanratkaisun opettaminen
Haapasalo [10] määrittelee ongelmanratkaisun opettamisen tarkoittavan ”kaikkia sellaisia
toimenpiteitä, joilla tuetaan oppilaan ongelmanratkaisutaidon kehittymistä.” Hän myös esit-
tää, että olemalla tekemisissä todellisen ongelmanratkaisun kanssa opettaja oppii tunnista-
maan, valitsemaan ja muotoilemaan hyviä ongelmia ja ymmärtämään ongelmanratkaisuun
liittyvää ajattelua.
Pehkonen [33] kuvaa oppilaan ongelmanratkaisutilanteeseen vaikuttavia tekijöitä. Kun op-
pilas pyrkii ratkaisemaan ongelmaa, hänen ongelmanratkaisukäyttäytymiseensä vaikuttavat
hänen taustatekijänsä: aikaisemmat kokemukset matematiikasta, matemaattinen tietous,
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tarpeet ja motivaatio matematiikan oppijana sekä matemaattiset uskomukset. Näiden lisäk-
si Pehkonen korostaa opettajan roolia. Koulussa opettaja on yleensä asettanut ongelman
oppilaalle. Myös opettajan toimintaan vaikuttavat hänen taustatekijänsä: opettamis- ja op-
pimiskokemus, matemaattinen tietous, tarpeet ja motivaatio matematiikan opettajana se-
kä matemaattiset uskomukset. Lisäksi yhteiskunta vaikuttaa ongelmanratkaisutilanteeseen
muun muassa matematiikan oppimäärien ja tuntimäärien kautta.[33].
Ongelmanratkaisun opettaminen voidaan jakaa neljään osaan, kuten Leppäaho [22] tekee:
1. Opetetaan jotakin ongelmanratkaisusta.
2. Opetetaan ongelmanratkaisua varten.
3. Opetetaan ongelmanratkaisun kautta.
4. Avoin lähestymistapa.
Kun opetetaan jotakin ongelmanratkaisusta, tavoitteena on opettaa heuristiikoita tai stra-
tegioita, joita voi käyttää ongelmanratkaisusuunnitelmien keksimiseen ja toteuttamiseen.
Opetettaessa ongelmanratkaisua varten korostetaan tietojen hankkimista edellytyksenä on-
gelmien ratkaisemiselle. Tavoitteena on antaa lukuisia esimerkkejä matematiikan käsitteistä
ja rakenteista sekä tarjota oppilaille mahdollisuuksia soveltaa matematiikkaa ongelmien rat-
kaisemiseen. Ongelmanratkaisun kautta opetettaessa ongelmanratkaisu itse on opetusme-
netelmä ja matemaattisilla menetelmillä kehitetään järkeviä vastauksia järkeviin ongelmiin.
Tavoitteena on, että tietty ei-rutiinitehtävä saadaan muunnettua rutiinitehtäväksi. Avoimes-
sa lähestymistavassa painotetaan oppilaan ymmärrystä ja luovuutta. Menetelmässä käyte-
tään avoimia ongelmia. Tavoitteena on saada aikaan vapautunut ja välitön ilmapiiri, jossa
voidaan aktiivisesti oppia sekä käsitteellistä että menetelmällistä tietoa.
Heuristiikoiden ja strategioiden opettamisen hyödyllisyydestä on monenlaisia tutkimustu-
loksia. Useiden näkemysten mukaan erityisesti opetuksen alkuvaiheessa kuitenkin kannat-
taa opettaa strategioita ja heuristiikoita, sillä oppilaat tarvitsevat niitä soveltaakseen ideoita
ratkaisemattomaan ongelmaan. Niiden avulla oppilas voi oppia itse kontrolloimaan toimin-
taansa ratkaisutilanteessa (Schoenfeld, 1992). [22]. Haapasalo [10] esittää, että heuristiik-
kojen oppiminen parantaa yksilön ongelmanratkaisukykyä.
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Ongelmia oppii ratkaisemaan vain ratkaisemalla ongelmia, kuten Leppäaho [22] toteaa Pó-
lyaa (1948) mukaillen. Haapasalon mukaan opettaja voi tukea oppimista parhaiten, kun hän
hallitsee ekspertin kaltaisia ajattelutapoja ja menetelmiä. Opettajalta vaaditaan Haapasalon
[10] mukaan kykyä
• ymmärtää ongelmanratkaisun luonne ja merkitys oppilaan kehityksen kannalta,
• ymmärtää ratkaisuprosessin luonne ja merkitys tiedonmuodostuksen peruselementti-
nä,
• ymmärtää ongelmanratkaisuprosessin merkitys yhteiskunnan ja kulttuurin kannalta,
• hallita ongelmanratkaisuprosesseihin liittyvä käsitteistö ja yleinen tietämys,
• tiedostaa ongelmanratkaisuprosessin eri vaiheet ja niiden merkitys,
• hallita erilaisia ongelmanratkaisuprosessin kontrollimekanismeja,
• soveltaa yleisimpiä ratkaisustrategioita ratkaisuprosessin eri vaiheissa,
• tunnistaa ja analysoida oppilaan käyttämiä strategioita,
• muotoilla tietyn tyyppisiä ongelmia tietyntyyppisiin pedagogisiin tarkoituksiin,
• tiedostaa ongelmanratkaisuun liittyvät emotionaaliset lähtökohdat,
• tukea oppilasta ongelmanratkaisuprosessin eri vaiheissa,
• tukea ja edistää oppilaan metakognitiivisten taitojen kehittymistä,
• tukea ja edistää oppilaiden sosiaalisten kontrollimekanismien kehittymistä.
Lisäksi mahdollisimman hyvälle ongelmanasettelelulle on myös löydetty lukuisia ehtoja.
Haapasalon [10] mukaan ongelmanasettelun tulisi toteuttaa seuraavat vaatimukset:
• tehtävät ovat todellisia ongelmia, eivät ratkea rutiineilla tai yksittäisillä tempuilla,
• ratkaisija joutuu tunnistamaan tuttuja käsitteitä ja yhteyksiä oudossa tilanteessa,
• esiin nousevaa käsitettä joudutaan yleistämään tai tarkastelemaan erikoistapausta,
• oppilas pääsee käsiksi ongelmaan hänelle tutuilla käsitteillä tai struktuureilla,
• oppilaalla on mahdollisuuksia yleistää esiin tuleviä käsitteitä ja struktuureita,
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• ratkaisuprosessi edesauttaa esiintyvien käsitteiden hyvää ymmärtämistä,
• ongelmat eivät vaadi jonkin tietyn erityisalueen tai tiedonalan hallintaa,
• niissä voidaan käyttää useaa eri ratkaisustrategiaa,
• niille löytyy elegantti ratkaisu, jos osataan käyttää oikeita käsitteitä ja menetelmiä,
• niillä on järkevä tiedonalan struktuuri, vaikka ratkaisu saataisiinkin muuta kautta.
Ongelmanratkaisun opettamisesta puhuttaessa täytyy huomioida myös se, että oppilaat tu-
levat samaan ongelmanratkaisutilanteeseen eri lähtökohdista, jolloin heidän taitonsa, tie-
tonsa, kokemuksensa, uskomuksensa jne. eroavat toisistaan.
6.7.1 Opettajan ohjauksen tasot
Hähkiöniemi ja Leppäaho ovat luokitelleet opettajan ohjaukselle kolme erillistä tasoa:
1. Pinnallisessa ohjauksessa opettaja ei kiinnitä oppilaan huomiota johonkin op-
pilaan ratkaisun oleellisen asiaan kuten ratkaisun perustelemiseen.
2. Passivoivassa ohjauksessa opettaja paljastaa oppilaalle potentiaalisen tutki-
muskohteen kuten ratkaisun perustelun.
3. Aktivoivassa ohjauksessa opettaja ohjaa oppilasta tutkimaan ratkaisuaan, esi-
merkiksi perustelemaan sen.
Tasot kuvaavat ohjausta erityisesti tutkivassa matematiikassa. [13]. Luokittelu sopii kuvaa-
maan myös ongelmanratkaisun ohjaamista muun muassa siksi, että Hähkiöniemen et al.
mukaan tutkivassa matematiikassa oppiminen tapahtuu juuri ongelmia ratkaisemalla ja rat-
kaisumenetelmistä keskustelemalla [13]. Tässä tutkimuksessa taas tutkitaan ratkaisijan oh-
jattua ongelmanratkaisua, jossa ohjaajan ja ratkaisijan keskustelu on tärkeässä osassa sekä
ratkaisun saavuttamisen että molempien oppimisen kannalta.
Opettajana sortuu helposti kysymään vaikkapa ”Voisitko käyttää sinilausetta?”. Jos edellä-
mainitun kaltaisen kysymyksen ymmärtää, opiskelija on joko valmiiksi lähellä ratkaisua tai
kysymys paljastaa koko ratkaisun idean. Täsmällinen kysymys estää oppimisen tulevien on-
gelmien ratkaisemista varten. Lisäksi opiskelija ei todennäköisesti ymmärrä, miten opettaja
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keksi vihjeen saati sitten miten hän voisi keksiä saman. Pólyan menetelmässä näitä ongel-
mia ei esiinny ja lisäksi oppilaan huomio pyritään ehdottomasti kiinnittämään oleellisiin
asioihin. Pólyan menetelmän mukaisen ohjauksen voikin nähdä aktivoivana ohjauksena.
6.7.2 Opettajan tekemät kysymykset
Vain viisas osaa näytellä tyhmää. Haapasalo [9] kuvaa sananlaskun avulla opettajan on-
gelmanratkaisun ohjaamista. Opettajan tulisi pystyä tarkastelemaan hänelle itsestäänselviä
asioita kuin ne olisivat uusia. Näin voi toimia esimerkiksi käyttämällä ohjaamiseen kysy-
myksiä, joita opiskelija itse voisi kysyä itseltään tai vertaiseltaan.
Opettajan esittämät kysymykset ovat siis tärkeässä osassa ongelmanratkaisua, sillä niiden
avulla pyritään luontevasti ohjaamaan ratkaisijaa kohti ongelman ratkeamista antamatta
valmiita vastauksia. Opettajien tekemiä kysymyksiä on tutkittu jonkin verran ja apuna on
käytetty monenlaisia luokitteluja. Harri et. al (2012) käyttivät Sahin ja Kulmin (2008) luo-
kittelua faktakysymyksiin, syventäviin kysymyksiin ja ohjaaviin kysymyksiin lisäten vielä
luokan muut kysymykset. Myhill ja Dunkin [30] luokittelivat kysymykset suljettuihin (fac-
tual), avoimiin (speculative), oppimisprosessiin liittyviin (process) ja luokan toimintaan liit-
tyviin (procedural).
Tässä tutkimuksessa luokitellaan kysymyksiä hiukan toisesta näkökulmasta. Luokittelun pe-
rustaksi otetaan luvussa 6.7.1 esitetyt opettajan ohjauksen tasot. Ongelmanratkaisun ohjaa-
jan tekemät kysymykset luokitellaan seuraavasti
1. Aktivoivat kysymykset. Ohjaaja ohjaa ratkaisijaa tutkimaan ratkaisua tai jotakin rat-
kaisun kannalta olennaista asiaa. Ohjaaja ei paljasta vastausta tai perustelua.
Esimerkiksi Okei, mikä on tuntematon?
2. Passivoivat kysymykset. Ohjaaja paljastaa jonkin ratkaisun kannalta oleellisen seikan,
kuten potentiaalisen tutkimuskohteen, ratkaisun perustelun tai ratkaisumenetelmän.
Esimerkiksi Kymppi on hypotenuusan pituus eiks nii?
3. Pinnalliset kysymykset Ohjaaja ei kiinnitä huomiota johonkin opiskelijan ratkaisun
oleelliseen asiaan.
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Esimerkiksi Mikä on tarkka arvo? tilanteessa, jossa halutaan ratkaisijan vain esittävän
tarkka arvo, jonka tarpeellisuutta tämä ei ymmärrä.
4. Neutraalit kysymykset. Ohjaaja kysyy käytännön asiaa tai tarkistaa tai esittää faktatie-
toja.
Esimerkiksi Mites ne meni ne ratkasuohjeet?
Kysymykset voidaan luokitella pitämällä edellä esitettyjä kuvauksia kunhunkin luokkaan
kuulumisen kriteerinä. Kuten esimerkkikysymyksistä havaitaan, kysymyksiä luokitellessa
täytyy itse kysymyksen lisäksi huomioida kysymyksen konteksti, jotta voidaan tietää, mi-
hin luokkaan kysymys kuuluu. Näin voidaan huomioida sekä se, minkälaiseen kysymyssar-
jaan kysymys kuuluu, että se, miten ohjaustilanne vaikuttaa kysymyksen luokan tulkintaan.
Luokittelun tulokset löytyvät luvusta 9
6.7.3 Opettajan kyselymenetelmä
Myös Pólya korostaa kirjassaan hyvien kysymysten roolia ongelmanratkaisussa ja erityises-
ti sen ohjaamisessa. Opettajan kyselymenetelmäksi kutsutaan toimintatapaa, jossa opettaja
käyttää opiskelijan ongelmanratkaisun ohjaamiseen samankaltaisia kysymyksiä kuin luvus-
sa 6.6 eritellyissä neljässä kohdassa. Tarkoitus on aloittaa yleisluontoisella kysymyksellä tai
kehotuksella ja edetä yksityiskohtaisempiin, kunnes opiskelija löytää tarttumapinnan tehtä-
vään. Jos työ ei edisty ja opiskelijan mielenkiinto on hiipumassa, tulee esittäää jokin uusi
ongelmaa koskeva kysymys. Toisaalta jos opiskelija edistyy työssään, häntä ei pidä häiritä,
jotta itsenäinen työskentelytaito kehittyy. Tärkeää kyselymenetelmän käytössä on myös se,
että kysymyksiä ja kehotuksia ei käytetä pedantisti, kaavamaisesti muodon vuoksi tai tilan-
teesta riippumatta. Auttaakseen opiskelijaa opettajan täytyy ensin kunnolla ymmärtää, mik-
si ongelma on vaikea. Opettajan täytyy käyttää harkintaa ja olla valmis esittämään monia
kysymyksiä ja kehotuksia. Opiskelijan tulisi myös saada kokemusta itsenäisestä työskente-
lystä tai ainakin illuusio itse tekemisestä.
Opetustilanteessa opettajan tärkeimpiä tehtäviä on auttaa opiskelijaa, mieluiten luonnolli-
sesti. Opettaja päätyy toistamaan samoja kysymyksiä ja ehdottamaan samoja toimenpiteitä
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yhä uudelleen ajoittain eri tavoilla. Kun kysymysten ja kehotusten määrä ei ole liian suu-
ri, opiskelija voi sisäistää ne ja niistä voi muodostua hänen ajatusmallejaan. Menetelmän
kysymykset ja kehotukset ovat yleisiä, joten niitä voi käyttää monenlaisten ongelmien yh-
teydessä. Kysymykset ja kehotukset ovat myös maalaisjärkeen perustuvia, luonnollisia tapo-
ja lähestyä ongelmaa ja pyrkiä ratkaisemaan se. Lisäksi jäljittelyllä ja opettajan esikuvalla
on suuri merkitys. Kehittääkseen opiskelijoidensa ongelmanratkaisutaitoja opettajan tulee
istuttaa heihin kiinnostus ongelmia kohtaan ja sitten tarjota tilaisuuksia jäljittelyyn ja har-
joitteluun. Oleellinen lisäys Pólyan esittämään menetelmään on ongelmanratkaisuprosessin
epälineaarisuuden huomiointi. Ongelmanratkaisun syklisyys korostuu esimerkiksi Masonin




Tutkimuksessa on tarkoitus selvittää, miten lukio-opiskelijan ongelmanratkaisuprosessi ete-
nee, kun häntä ohjataan Pólyan kyselymenetelmän avulla sekä opiskelijan kokemuksia me-
netelmän käytöstä.
Tutkimuskysymykset ovat:
1. Miten matemaattisen ongelman ratkaiseminen käytännössä etenee opet-
tajan kyselymenetelmää käyttäen?
2. Millaisia kysymyksiä ja miten paljon ohjaaja esittää ongelmanratkaisu-
prosessin aikana?
Ensimmäiseen kysymykseen on tarkoitus vastata nauhoittamalla ongelmanratkaisutilanteet
ja tekemällä päätelmiä litteroiduista nauhoituksista tukeutuen teoriaosaan. Päätelmiä teh-
dään ensinnäkin vertaamalla tutkittujen ongelmanratkaisutilanteiden kulkua Pólyan kyse-
lymenetelmän mukaiseen teoreettiseen malliin. Lisäksi tilanteen tulkitsemissessa ratkaisi-
jan näkökulmasta auttavat lyhyet haastattelut, jotka ovat sijoittuneet kunkin ongelmanrat-
kaisuprosessin jälkeen. Toiseksi tarkoitus on luokitella ohjaajan ongelmanratkaisutilanteis-
sa tekemät kysymykset ja laskea, kuinka paljon tietynlaisia kysymyksiä kussakin vaiheessa
on käytetty. Kysymykset luokitellaan aktivoiviin, passivoiviin, pinnallisiin ja neutraaleihin.
Tässä tutkimuksessa kysymysten konteksti on huomioitu tekemällä kysymysten luokittelu
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Tässä tutkimuksessa tutkin ongelmanratkaisuprosessin kulkua ja ongelmanratkaisutilan-
teessa esitettyjä kysymyksiä. Tutkimuskohteena on yhden lukiolaisen ongelmanratkaisu.
Koska tutkittavana on yksittäinen henkilö, tutkimusotteeni on laadullinen. Käyttämäni tutki-
musmenetelmä on tapaustutkimus. Tapaustutkimuksen pohjalta ei ole tarkoitus tehdä yleis-
täviä päätelmiä, vaan tavoitteena on, että analysoitavasta aineistosta muodostuu kokonai-
suus.
Tutkimus koostuu kolmesta ongelmanratkaisutehtävästä ja niiden ratkaisemisesta. Tavoit-
teena on niiden avulla muodostaa kuva siitä, minkälaista ongelmien ratkaiseminen voi olla
valitun menetelmän avulla. Lisäksi halutaan selvittää, miten paljon ohjaaja käyttää erityyp-
pisiä kysymyksiä .
Tutkimuksen lähtökohta on se, että matemaattinen ongelmanratkaisu luvussa 6 tarkoitetus-
sa mielessä on hyödyllinen ja tärkeä osa matematiikan lukio-opintoja. Lisäksi ajatellaan, että
opettajan rooli on merkittävä ongelmanratkaisun tukemisessa esimerkiksi siten, että hän va-
litsee tai ohjaa valitsemaan tai kehittämään sopivia tehtäviä ja pyrkii auttamaan opiskelijaa
oppimaan ongelmanratkaisua ohjaamalla häntä matemaattisten ongelmien ratkaisussa.
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8.1 Tutkimuksen kulku
Tutkimus toteutuu kolmessa osassa, jotka ovat kehykseltään samanlaiset. Aluksi opiskeli-
ja perehtyy ohjeistukseen ongelmien ratkaisemiseksi, joka löytyy liitteestä B. Toisessa vai-
heessa opiskelija ratkaisee ongelmatehtävät eri kerroilla ohjaajan ohjatessa häntä opettajan
kyselymenetelmän avulla. Samalla ohjaaja havainnoi, tekee muistiinpanoja ja nauhoittaa
ratkaisuun liittyvän keskustelun. Tehtävän ratkaisemisen jälkeen opiskelija vastaa kysymyk-
siin siitä, miten hän kokee avun saannin kyselymentelmässä, eron aikaisempaan avun saan-
tiin, omat ymmärryksensä tehtävän suhteen, turhautuneisuuden, tehtävän haastavuuden,
oppimisen.
Tutkielman kokeellisessa osuudessa ongelmanratkaisutehtävinä käytetään kahta lukion pit-
kän matematiikan kokeen geometrian tehtävää ja yhtä Pólyan kirjassaan esittämää esi-
merkkitehtävää. Kyseessä on kaikissa tapauksissa määritysongelma, eli tehtävissä ei pyy-
detä osoittamaan mitään. Tehtävät kuitenkin opettavat matemaattisessa todistamisessa tar-
vittavaa ajattelua. Esimerkiksi toisen ongelmatehtävän voisi muotoilla myös seuraavasti:
”Osoita, että suorakulmaisen särmiön avaruuslävistäjän pituus on
p
a2 + b2 + c2.” Tälläkin
tehtävänannon muotoilulla tehtävän ratkaisu rakentuisi samalle periaatteelle kun tässä tut-
kimuksessa käytetyllä muotoilulla.
Ylioppilaskokeen tehtäviä on päädytty käyttämään siksi, että ne pyrkivät haastamaan opis-
kelijoita ja antamaan heille tilaisuuden näyttää taitojan. Kuten dokumentissa Matematiikan
kokeen määräykset [50] todetaan, kokeen tarkoitus on selvittää, onko opiskelija omaksu-
nut lukion opetussuunnitelman perusteiden mukaiset tiedot ja taidot sekä saavuttanut riit-
tävän kypsyyden matematiikan hallinnassa. Pólyan esimerkkitehtävä taas on klassisinen on-
gelmanratkaisutehtävä, joka on muotoiltu melko yleisesti. Lisäksi sen osalta ratkaisun tar-
kastelemisesta eli Pólyan mallin neljännestä vaiheesta voi saada erityisen suuren hyödyn.





Ensimmäisenä tutkimuksen alussa tutkittava vastasi kysymykseen ”Mikä sinusta on ongel-
manratkaisua?” Vastaus ”Sellaisen tehtävän ratkaisua, josta puuttuu joku tärkeä tieto ja se
selvitetään annettujen tietojen avulla”, ei ollut yllättävä. Tämän tutkielman ongelmanratkai-
sun määritelmä on luvussa 6 esitetyn mukaisesti ”ongelmanratkaisu on prosessi, jonka opis-
kelija suorittaa yrittäessään ymmärtää ja ratkaista annettua ongelmaa, joka ei välttämättä
päädy oikeaan vastaukseen.” Tutkittava ei ainakaan tuo esille sitä, että ongelmanratkaisus-
sa ei välttämättä päädytä oikeaan vastaukseen. Hän kuvaa kuitenkin melko onnistuneesti
tehtävän ongelmallisuutta esittämällä, että tehtävästä puuttuu jokin tärkeä tieto, joka sel-
vitetään annettujen tietojen avulla. Todellisen elämän ongelmanratkaisuhan on juuri sitä,
että halutaan selvittää jokin tärkeä tieto tai tietoja saatavilla olevan informaation avulla.
Ennen ensimmäisen ongelmatehtävän ratkaisua kävimme tutkittavan kanssa yhdessä läpi
liitteistä löytyvän Käsitteitä ja ohjeita ongelmanratkaisuun -ohjeistuksen. Tämän jälkeen siir-
ryimme ratkaisemaan ensimmäistä tehtävää, mutta palasimme tarvittaessa ohjeistukseen.
Kaikissa ongelmanratkaisutilanteissa apuvälineinä oli käytössä Maol-taulukot, laskin, pape-
ria, kynä, kumi, viivotin sekä Käsitteitä ja ohjeita ongelmanratkaisuun -ohjeistus. Nauhoite-
tetut ongelmanratkaisutilanteet löytyvät litteroituna liitteistä.
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9.1 Ensimmäinen ongelmatehtävä
Ensimmäiseksi ongelmatehtäväksi valitaan tehtävä neljä (yo-koe kevät 2013):
Laske oheisen kuvan (9.1) suorakulmaisen kolmion ABC pinta-alan tarkka arvo.
Kuva 9.1: suorakulmainen kolmio (Yo-koe kevät 2013, tehtävä 4)
Tehtävä lienee melko helppo. Kuvaa apuna käyttäen voi havaita, että yhdenmuotoisia kol-
mioita voi hyödyntää. On myös mahdollista hyödyntää trigonometrisiä funktioita. Lisäksi
tärkeä havainto ratkaisijalle voi olla se, että kolmion korkeutta h kannattaa hyödyntää kah-
den kolmion tuntemattomana. Ohjaamisen kannalta oleellista on, että tehtävän voi ratkaista
useilla tavoilla. Ongelman ratkaisemiseen tarvittavat oleelliset Lukion opetussuunnitelman
perusteiden [32]mukaiset keskeiset sisällöt ovat kuvioiden yhdenmuotoisuus ja pinta-alojen
laskeminen.
Ratkaisua tarkastellessa voi miettiä ainakin sitä, onko suuruusluokka oikea, olisiko samaan
tulokseen voinut päätyä jollakin toisellakin tavalla ja voiko tulosta tai ratkaisumenetelmää
käyttää jonkin toisen tehtävän ratkaisemisessa.
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9.2 Ensimmäisen ongelmatehtävän ratkaisu - ymmärrystä
yhdenmuotoisuudesta
Tämän tehtävän kohdalla opetus tapahtui ongelmanratkaisun kautta, eli matemaattisilla
menetelmillä kehitettiin järkevää vastausta järkevään ongelmaan. Tämä tarkoittaa, että ta-
voitteena oli muuttaa käsitelty tehtävä rutiinitehtäväksi.
Taulukossa 9.1 on luokiteltu ohjaajan kysymykset ensimmäisen ongelmatehtävän ratkaisun
ajalta. Suurin osa ohjaajan tekemistä kysymyksista oli tämän tehtävän kohdalla aktivoivia.
Ohjaaja teki eniten passivoivia kysymyksiä ratkaisusuunnitelmaa tehdessä. Pinnallisia ky-
symyksiä ohjaaja teki eniten ratkaisua tarkastellessa, jolloin pinnallisten kysymysten määrä
on myös suurempi kuin minkään muun tyyppisten kysymysten yksittäin.
Taulukko 9.1: Ohjaajan tekemät kysymykset ensimmäisen ongelmatehtävän ratkaisun aika-
na
Aktivoiva Pinnallinen Passivoiva Neutraali Yhteensä
Ongelman ymmärtä-
minen
3 0 0 3 6 (8 %)
Ratkaisusuunnitelman
tekeminen
25 0 4 4 33 (44 %)
Suunnitelman toteut-
taminen
20 1 2 4 27 (36 %)
Ratkaisun tarkastelu 2 3 2 2 9 (12%)
Yhteensä 50 (67%) 4 (5%) 8 (11 %) 13 (17 %) 75 (100%)
Kaikki Pólyan kyselymenetelmässä hyödynnettävät vaiheet on löydettävissä ongelmanrat-
kaisuprosessista.
9.2.1 1. Vaihe: Ongelman ymmärtäminen
Kesto: 7 min. Heti alkuvaiheessa palataan ongelmanratkaisuohjeistukseen, jossa ongelma
kehotetaan lukemaan huolellisesti ja pyrkimään ymmärtämään se. Ratkaisija muistelee, mi-
ten kolmion pinta-ala lasketaan, sekä havaitsee, että hänen täytyy selvittää ison kolmion
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korkeus, jotta hän saa laskettua sen pinta-alan. Ratkaisija muistelee jo tässä vaiheessa kol-
mioiden käsittelyn yhteydestä tuttuja matemaattisia keinoja, kuten Pythagoraan lausetta
ja sini- ja kosinilausetta. Hän toteaa kuitenkin, että ne eivät toimi tai hän ei muista niitä
suoraan. Ohjaaja kehotta useaan otteeseen kokoamaan annettuja tietoja. Ratkaisija tekee
havintoja ja päätelmiä tietokoneen ruudulla näkyvästä mallikuvasta, mutta piirtää oman
kuvan paperille ohjaajan kehotuksesta. Ratkaisijan mukaan tuntematon on ”Tämä pituus
[ison kolmion korkeus] ja sitä kautta toi pinta-ala”. Lisäksi ratkaisija sijoittaa tuntematto-
man mallikuvaansa ja merkitsee sitä kirjaimella x.
Koko ensimmäisen vaiheen ajan ymmärryksen kehittyminen ongelmasta etenee kuitenkin
selvästi ratkaisijan toimesta. Ohjaaja pyrkii jatkuvasti kiinnittämään huomion selkeästi teh-
tävän hahmottamiseen, tietojen kokoamiseen, kuvan piirtämiseen ja tuntemattoman mää-
rittämiseen. Ohjaajan rooli korostuu erityisesti, kun ratkaisijalla tuntuu olevan pyrkimys
päästä suoraan kokeilemaan ratkaisemisessa jotakin geometrian kurssilla oppimaansa me-
netelmää. 1. vaiheessa ohjaus on suurelta osin aktiivista, eli opettaja ohjaa oppilasta perus-
telemaan ratkaisuaan.
Kehitettävääkin löytyy. Alussa ei lainkaan tarkasteltu, onko ongelmaa mahdollista ratkaista
annettujen tietojen avulla, tai onko annettu kenties turhia tai ristiriitaisia tietoja, kuten Pólya
kehottaa tekemään. Tämä kuvaa myös ohjaajan matemaattista ajattelua tilanteessa. Tyypil-
lisesti kouluopetuksessa käytettävät tehtävät on mahdollista ratkaista, eikä niissä usein ole
ylimääräisiä tietoja. Tämä pätee myös ylioppilaskoetehtäviin. Lisäksi ohjaaja oli ratkaissut
tehtävän itse etukäteen, jolloin ratkaisun mahdollisuus oli tiedossa.
9.2.2 2. Vaihe: Ratkaisusuunnitelman tekeminen
Kesto: 12,5 min. Ratkaisija harkitsee Pythagoraan lauseen hyödyntämistä ja sitten tehtävän
ratkaisemista trigonometristen funktioiden avulla. Hän on kuitenkin epävarma siitä, onko
niiden hyödyntäminen mahdollista. Ohjaaja pyrkii edesauttamaan ongelmanratkaisua tuke-
vien ajatusmallien rakentumista kysymyksellä ”Ooksä nähny joskus jonku samanlaisen teh-
tävän aiemmin?” Ratkaisija myöntää nähneensä ja muistelee sen kaltaisissa tehtävissä hyö-
dynnetyn kulmien suuruuksia. Hän pyrkii rakentamaan ratkaisusuunnitelmaa miettimällä,
mitä kulmien suuruuksia annetuista kolmioista hän tuntee tai pystyy selvittämään.
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Kulmien suuruudet eivät vaikuta selviävän helposti, joten ohjaaja esittää kysymyksen: ”Mitä
muuta sä voit tarkastella? Mitä muita elementtejä tossa kuvassa on kuin kulmia?” Ratkaisija
reagoi tähän nimeämällä ison kolmion kärkipisteiden mukaan. Hän myös miettii, jakaako
mallikuvaan valmiiksi piirretty korkeusjana kolmion ABC kannan kahteen osaan tietyssä
suhteessa ja esittää, että toinen osa on puolitoista kertaa toisen kokoinen. Hän ei kuiten-
kaan osaa perustella väitettään. Tässä vaiheessa ohjaaja ottaa ehkä liiankin hallitsevan roo-
lin. Ohjaus saattaa olla hetken jopa luvussa 6.7.1 esitetyn kuvauksen mukaisesti passivoivaa.
Ohjaaja kehottaa keräämään annettuja tietoja ja perehtymään huolellisesti ongelmaan. Hän
ei kuitenkaan malta odottaa, että ratkaisija tekee sen itse, vaan kertoo suoraan mitä tiede-
tään, ja antaa ehkä liiankin ohjaavan vihjeen, joka määrittää selkeästi ratkaisun suuntaa:
”Sit sä tiedät et täs on kolmio. Mut onks siin enemmän kun yks kolmio?” Toisaalta tehtävän-
annossa on kysymys kolmion pinta-alan määrittämisestä, jolloin on luonnollista kohdistaa
tarkastelu kolmioihin.
Ratkaisija löytää kuvasta valmiina kolme kolmiota. Ohjaaja toteaa, että ”Sun pitää käyttää
annettuja tietoja, joiden avulla se tehtävä ratkee.” Tämän jälkeen palataan taas ohjaajan ke-
hotuksesta miettimään, mikä tuntematon olikaan. Ratkaisija saa hetken mietittyään ahaa-
elämyksen ainakin ”hei!” huudahduksestaan päätellen: hän päättele voivansa tehdä verran-
non kolmioista. Ohjaaja hakee perustelua ehdotukselle, minkä johdosta keskustelu siirtyy
yhdenmuotoisuuteen ja siihen, mitkä ehdot kolmioiden on täytettävä, jotta ne ovat yhden-
muotoisia. Ohjaus on aktivoivaa läpi keskustelun. Ratkaisija harkitsee erilaisia tapauksia ja
perustelee esimerkiksi piirrettyjen vastaesimerkkien avulla, miksi kolmioiden yhdenmuotoi-
suutta ei suoraan osoita se, että molemmissa on 90 asteen kulma. Keskustelun lopulla hän
kuitenkin hämmentyy ja yhdenmuotoisuuskeskustelu alkaa ikäänkuin alusta.
Ohjaaja pyrkii palauttamaan ratkaisijan ajatukset lähtötietoihin eli kuvion kolmioihin aiem-
min todetun mukaisesti: ”Sul on kolme kolmiota. Mitkä kolmiot? Pystyksä vaikka näyttään
mulle ne kolmiot?” Ratkaisija keskittyy aiemminkin havaitsemiinsa kolmeen kolmioon ja
osoittaa niitä kuvassa. Ohjaaja johdattelee tilannetta voimakkaasti kysyen, ovatko kolmiot
päällekäin ja mistä voi tietää, että kolmioiden kulmat ovat samankokoiset. Ratkaisija tote-
aa, että ”toi kulma on saman kokonen tietenkin koska sielt ei näy alta täst toista.” Ratkaisija
innostuu tehdystä havainnosta ja löytää nopeasti yhdenmuotoisuuden isoimman kolmion ja
kuvassa vasemmanpuoleisen kolmion välillä. Jäljellä olevienkin kolmioiden yhdenmuotoi-
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suuden hän havaitsee ohjaajan kehotettua miettimään analogiaa eli sitä mitä äsken tehtiin.
Vaikka tilanne eteni paljolti ohjaajan avulla, sai ratkaisija tuntea havainneensa asioita itse,
mikä on Pólyan mukaan tärkeää ongelmanratkaisua harjoittelevalle.
Ratkaisija on ilmeisesti nyt muodostanut ratkaisusuunnitelman, koska seuraavaksi hän läh-
tee toteuttamaan verrantoja. Edellä esitetyn ja litteroidun ongelmanratkaisun aikan käydyn
keskustelun mukaisesti suunnitelma on mitä ilmeisimmin muodostaa verranto yhdenmuo-
toisten kolmioiden sivujen pituuksien välille. Ohjaajan tulisi kuitenkin pyrkiä saamaan opis-
kelija tietoisesti ajattelemaan muodostamaansa suunnitelmaa esimerkiksi pyytämällä häntä
sanallistamaan sen. Näin suunnitelma selkeytyy ratkaisijalle itselleen ja ohjaaja pystyy pa-
remmin tukemaan suunnitelman toteuttamista eikä lähde viemään ratkaisua omaan suun-
taansa.
9.2.3 3. Vaihe: Suunnitelman toteuttaminen
Kesto: 12,5 min. Vaikuttaa siltä, että tässä ongelmanratkaisuprosessissa Pólyan ongel-
manratkaisumallin vaiheet 2. ja 3. sekoittuivat. Ratkaisusuunnitelma muodostui ratkaisijan
päässä, ja muokkautui suunnitelmaa toteuttaessa. Ohjaajan olisi voinut korostaa voimak-
kaammin sitä, että ratkaisijan voi olla hyvä kirjoittaa suunnitelma paperille. Toisaalta jos
ratkaisuyritysten vaiheet kirjoittaa ylös, voi epäonnistuneen ratkaisuyrityksen jälkeen vält-
tää samojen virheiden toistamisen näiden muistiinpanojen avulla. Tällöin varsinaisen suun-
nitelman kirjaaminen ei ole välttämätöntä. Havainto osoittaa kuitenkin aiheelliseksi Pólyan
mallia kohtaan osoitetun kritiikin siitä, että ongelmanratkaisuprosessi ei etene lineaarisesti.
Ratkaisusuunnitelmaa toteuttaessa ratkaisija aloittaa siitä, että piirtää löytämänsä yhden-
muotoiset kolmiot ja sijoittaa niihin tietämänsä sivujen pituudet. Ohjaaja tukee voimakkaas-
ti, ja pyrkii auttamaan ratkaisijaa huomioimaan virhekohtia ja perustelemaan valintoja ja
tekoja, joita ratkaisija tekee ratkaisun hyväksi. Ratkaisusuunnitelman toteuttamisen aikana
on havaittavissa, että suunnitelma ei ole täysin ratkaisijan laatima, koska hän unohtaa aina-
kin kerran sen, mitä kohti on pyrkimässä ratkaisussaan. Ohjauksen tavoite on olla aktiivista
ja hyödyntää Pólyan kyselymenetelmän mukaisia, kysymyksiä, jotka ovat mahdollisimman
yleisiä ja tukevat ratkaisijan omaa ajattelua ja toiminta. Tämä ei onnistu koko ajan. Ohjaa-
jan ohjaus on muutamassa kohdassa myös pinnallista tai passiivista. Esimerkiksi kun tavoit-
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teena on selvittää, minkä kahden kolmion sivuja ja mitä sivuja kannattaa verrata, käydään
seuraava keskustelu. Hakasulkeissa on litteroidessa lisätyt selventävät kommentit.
Ohjaaja: Ja jotta sä pystyt tekee sen verrannon, ni siinähän, ni mitäs verrannossa
piti käyttää? Mitä sä voi verrata keskenään?
Ratkaisija: Samoja sivuja.
Ohjaaja: Tiedäksä siitä isosta kolmiosta samat sivut kuin mitä sä tiedät tosta
pienestä?
Ratkaisija: En.
Ohjaaja: No kannattaaks sun hyödyntää sitä isoo kolmioo?
Ratkaisija: Ei. Mut en mä tiedä mistään samoja sivuja.
Ohjaaja: Tiedätpäs.
Ratkaisija: eiku toi on seittemän ja x ja kolme.
Ohjaaja: Nii sä tiedät et pienimmäs kolmiossa sä tiedät mitkä sivut?
Ratkaisija: Ton ja ton. [Näyttää oikeita sivuja pienimmässä kolmiossa.]
Ohjaaja: Nii.
Ratkaisija: Ja ton ja ton. [Näyttää oikeita sivuja keskikokoisessa kolmiossa.]
Ohjaaja: Nii.
Kuva 9.2: Ratkaisijan kuvasta löytämät kolme kolmiota.
Ohjaaja ohjaa toisessa repliikissään voimakkaasti ratkaisun suuntaa, minkä voi kokea passi-
voivana. Toisaalta Pólya esittää menetelmänsä kuvauksessa, että jos ratkaisija on kokematon
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tai hukassa, häntä voi ohjata selkeilläkin vihjeillä. Tärkeää on, että ratkaisijalla säilyy tunne
siitä, että hän on itse saanut aikaiseksi ratkaisun edistymistä ja tehnyt havaintoja, oivalta-
nut asioita. Kaksi viimeistä repliikkiä taas vaikuttavat pinnalliselta ohjaukselta. Toisaalta ky-
seessä olevia kolmioita on tarkasteltu aiemmin huolellisesti ja useaan kertaan, joten samoja
perusteluita ei liene välttämätöntä jokaisen vaiheen kohdalla enää varmistaa.
Suunnitelman toteuttaminen osoittautuu ainakin nyt myös oppimistilanteeksi. Keskustelua
syntyy ainakin siitä, mitä yhdenmuotoisten kolmioiden sivuja voidaan verrata keskenään,
”miten päin” verranto pitää tehdä sekä siitä, milloin tarvitaan tarkkoja ja milloin pyöris-
tettyjä arvoja. Ohjaajalla on melko perinteiseen tapaan näissä asioissa tiedon jakajan rooli,
sillä tutkimuksen kannalta ei ole järkevää, että ratkaisija etsii kaikki tiedot itse muista läh-
teistä. Esimerkiksi luokkatilanteessa ongelmanratkaisutehtäviä lienee tarpeellista ratkaista
ryhmissä, jolloin vertaiset voivat jakaa ja muistella tietoa keskenään. Tutkimustilanteessa
positiivista lienee se, että kun ratkaisija tarvitsee kysymiään tietoja tehtävän ratkaisemisek-
si ja hän voi heti käyttää niitä, ne saattavat muuttua osaksi hänen tietorakennettaan hel-
pommin, kuin esimerkiksi pelkkää kirjan teoriaa lukiessa. Lisäksi ratkaisija on tutkimusti-
lanteessa motivoitunut ja positiivisesti asennoitunut tehtävän ratkaisemista kohtaan, mikä
edesauttaa hänen oppimistaan.
9.2.4 4. Vaihe: Ratkaisun tarkasteleminen
Kesto: 2,5 min. Ohjaaja korostaa tarkistamisen tärkeyttä ja painottaa, että ratkaisija tulee
tarvitsemaan kyseessä olevan kaltaista menetelmää geometrian tehtävien ratkaisemisessa.
Aikaa tähän vaiheeseen käytetään kuitenkin verrattain vähän. Tarkastelemisen aikana käy-
dään läpi ratkaisun tärkeät ideat, sekä tarkistetaan laskujen oikeellisuus. Laskut on pyritty
tosin Pólyan neuvon ”Tarkasta jokainen vaihe.” mukaisesti tekemään huolellisesti jo vaihee-
sa 3.
Tehtävä ei ole tyypiltään erityisen mielikuvitusta innostava, mutta silti uusien tehtävien
miettiminen juuri ratkaistun tehtävän pohjalta jää puuttumaan. Samoin olisi voinut tarkas-
tella, voiko tilannetta yleistää. Mitä tapahtuu esimerkiksi, jos luvut 7 ja 3 korvaa kirjaimilla
a ja b. Kyseessä oli tutkimuksen ensimmäinen ongelmanratkaisu, joten tässä alaluvussa esi-
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tetyt korjausehdotukset otetaan tavoitteiksi seuraavan ongelmatehtävän ratkaisun ohjauk-
selle.
Ratkaisukeskustelun ja haastattelun analysoinnin jälkeen voi heti todeta, että seuraavaa
ongelmatehtävää ratkaistessa ohjaajan tulee kiinnittää vielä enemmän huomiota siihen, että
hän jättää vastuun ratkaisijalle ja siihen, että käytetyt kysymykset ja kehotukset ovat yleisiä,
kuten Polya neuvoo. Toisaalta positiivistä ensimmäisen ratkaisukerran jälkeen on se, että
ratkaisija koki ohjauksen auttaneen, mutta ei antaneen vastauksia. Myös tämä on tärkeää,
sillä kuten Polya toteaa, ”Vaikka opiskelija ei ehkä todellisuudessa kykenisikään tekemään
merkittävästi itsenäistä työtä, opettajan tulisi luoda edes illuusio siitä, että opiskelija on
tehnyt jotakin itse.”
9.3 Toinen ongelmatehtävä
Ensimmäinen tehtävä on vanha ylioppilaskoetehtävä. Toinen tehtävä mukailee Pólyan kir-
jassaan esimerkkinä esittämää tehtävää kuution avaruuslävistäjän pituuden kaavan etsimis-
tä:
Määritä suorakulmaisen särmiön avaruuslävistäjän pituus, kun särmiön pituus,
leveys ja korkeus ovat tunnetut.
Tehtävän käyttäminen on hyödyllistä, sillä yksi pitkän oppimäärän geometrian kurssin tavoi-
te on, että ”opiskelija harjaantuu muotoilemaan, perustelemaan ja käyttämään geometrista
tietoa käsitteleviä lauseita”. Tämän tehtävän käsittely ongelmatehtävänä on yksi askel koh-
ti tavoitteen toteutumista. Lisäksi tämän ongelmatehtävän yhteydessä opiskelijaa voi pyr-
kiä ohjaamaan siten, että hän ymmärtää miten ja miksi ratkaisun tarkasteleminen voi olla
hyödyllistä. Tehtävän avulla voi myös pyrkiä osoittamaan analogian hyödyllisyyttä ja sitä,
miten matematiikka ja erityisesti geometria rakentuu: esimerkiksi kaksiulotteinen tapaus
ja kolmiulotteinen vastine muistuttavat usein toisiaan suuresti. Avaruuslävistäjän pituutta
käsitellään useissa lukion oppikirjoissa esimerkiksi nimellä Pythagoraan lause avaruudessa.
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Pólya esittää kirjassaan, että ongelman parissa työskenteleminen edellyttää Pythagoraan
lauseen ja sen tasogeometristen sovellusten tuntemusta, mutta avaruusgeometrian ei tar-
vitse olla tuttua. Aluksi tulee miettiä, mitä tehtävässä kysytään, onko ongelma mielekäs
ja onko se ratkaistavissa. Ratkaisevia havaintoja tehtävän kannalta ovat suorakulmaisten
kolmioiden löytäminen tai sijoittaminen apukuvioon ja Pythagoraan lauseen hyödyntämi-
nen sekä tuntemattomien valitseminen loogisella tavalla. Suunnitelmaa toteuttaessa tulee
tarkistaa kaikki vaiheet. Lopuksi ratkaisua voi tarkastella monelta kannalta. Voi kysyä, voi-
ko tuloksen johtaa eri tavalla, miettiä onko ratkaisussa käytetty kaikkia annettuja tietoja,
miettiä tilanteen ja kaavan symmetrisyytttä, pohtia erikoistapausta, jossa särmiön korkeus
häviää, tai hyödyntää vaikkapa yksikkötarkastelua.
9.4 Toisen ongelmatehtävän ratkaisu - vastaus vauhdik-
kaasti
Ongelmatehtävän ratkaisun ohjaamisessa oli tukena liitteistä löytyvä käsitteitä ja ohjeita on-
gelmanratkaisuun -ohjeistus. Lisäksi esimerkkitapauksena oli Pólyan kirjassaan esittämään
kyseisen tehtävän ratkaisukeskustelu ja siihen liittyvät neuvot ja kommentit. Oletus oli, että
tehtävän ratkaiseminen on tutkittavalle haasteellista ja aikaa kuluu melko paljon. Tehtävä
ratkeaisi kuitenkin oletettua nopeammin.
Tämän tehtävän kohdalla oli havaittavissa, että ymmärrys ongelmasta kehittyy edelleen vie-
lä ratkaisusuunnitelmaa tehdessä (vaihe 2.) ja jopa suunnitelmaa toteuttaessa (vaihe 3.).
Lisäksi lienee selvää, että jos ratkaisun tarkastelu tehdään luvussa 6.6 esitettyjen neuvo-
jen mukaisesti, laajenee ymmärrys ongelmasta myös 4. vaiheessa. Näin tulee taas näkyviin
todellisen ongelmanratkaisuprosessin epälineaarisuus.
Taulukosta 9.2 nähdään, että tämänkin ongelmanratkaisun kohdalla hieman yli kaksi kol-
masosaa kysymyksistä oli aktivoivia. Ongelman ymmärtämisvaiheessa ohjaaja ei tehnyt lain-
kaan pinnallisia kysymyksiä. Ohjaaja kysyi eniten kysymyksiä ja eniten neutraaleja kysymyk-
siä ratkaisun tarkasteluvaiheen aikana.
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Taulukko 9.2: Ohjaajan esittämät kysymykset toisen ongelmatehtävän ratkaisun aikana
Aktivoiva Pinnallinen Passivoiva Neutraali Yhteensä
Ongelman ymmärtä-
minen
3 0 0 1 4 (4 %)
Ratkaisusuunnitelman
tekeminen
11 1 2 4 18 (20 %)
Suunnitelman toteut-
taminen
20 1 2 6 29 (33 %)
Ratkaisun tarkastelu 30 1 0 7 38 (43%)
Yhteensä 64 (72%) 3 (3%) 4 (4 %) 18 (20 %) 89 (100%)
9.4.1 1. Vaihe: Ongelman ymmärtäminen
Kesto: 3 min. Alussa varmistettiin, että tehtävänanto on selkeä, rinnastettiin kuvan tilanne
huoneeseen ja mietittiin, mikä avaruuslävistäjä konkreettisesti on huoneessa. Tämän jälkeen
nimettiin tuntematon ja tunnetut suureet. Nauhoitus alkoi vasta tämän jälkeen. Ongelman
ymmärtämiseen kuului tämän tehtävän kohdalla huolellinen tehtävänantoon perehtyminen,
tuntemattoman hahmottaminen ja nimeäminen ja tietojen kerääminen paperilla valmiina
olleeseen kolmiulotteiseen kuvaan suorakulmaisesta särmiöstä.
Ongelman ymmärtämisen tueksi tehtävänannon suorakulmainen särmiö ajateltiin huoneek-
si, jossa ongelmaa ratkaistiin. Mielikuvan muodostaminen osoittautui ratkaisun edetessä
hyödylliseksi: se auttoi ratkaisijaa hahmottamaan tilannetta paremmin useissa kohdissa.
Tavoitteena oli lisätä konkretiaa. Tälla tavalla ratkaisija voi oppia myös itse mielessään liit-
tämään matematiikan tehtäviä konkreettisiin objekteihin tai malleihin.
9.4.2 2. Vaihe: Ratkaisusuunnitelman tekeminen
Kesto: 5 min. Ratkaisija muodostaa ratkaisusuunnitelman selkeästi omien ideoidensa avul-
la. Hän päättelee, että tavoitteena on selvittää janan pituus ja haluaa käyttää Pythagoraan
lausetta hyödyksi. Lisäksi hän tietää, että sopivasti valittu kolmio on tarpeen. Tärkein ohjaa-
jalta saatu tuki tulee tässä vaiheessa käytännössä yhden kommentin muodossa: ”No mut sä-
hän voit aatella tätä huonetta.” Tämän saa aikaan sen, että ratkaisija pystyy mielessään muo-
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dostamaan yhteyden melko abstaraktin kolmiulotteisen objektin eli suorakulmaisen särmiön
ja huoneen välille.
Ohjaaja: No mut sähän voit aatella tätä huonetta. Valkkaa täältä joku avaruus-
lävistäjä. Ja mieti et miten sä voisit selvittää sen.
Ratkaisija: Eikse oo muka et kateetti toiseen plus kateetti toiseen?
Ohjaaja: Nii no mut mitkä ne kateetit on?
Ratkaisija: Toi, siin on yks kateetti.
Ohjaaja: Noni, okei. Hyvä.
Ratkaisija: Seinä ja lattia. Mut miks mä en nää niitä tossa [kuvassa].
Ohjaaja: Sit pitäis vaan laittaa ne sinne.






Tämän jälkeen ratkaisija oli innokas aloittamaan suunnitelman toteuttamisen, kuten usein
käy. Kehotuksesta hän kuitenkin piirsi löytämänsä kolmiot kuvaan 9.3. Kuvan piirtäminen
on erityisesti geometrian tehtävissä oleellisen tärkeä vaihe. Vaikka matematiikkaa ja pää-
telmien tekemistä ei voi perustaa pelkästään kuviin, tuntuu niiden käyttö usein vähentävän
opiskelijoiden tekemiä virhepäätelmiä ja ne toimivat myös muistin tukena ratkaisusuunni-
telmaa toteuttaessa.
Ennen suunnitelman toteuttamista ratkaisija pystyi vielä sanallistamaan suunnitelmansa sel-
keästi kahden lauseen avulla ohjaajan kysyttyä yksinkertaisesti ”Eli mitä sä teet?”. Tosin ky-
seisen tehtävän ratkaisun saavuttaminen ei ole kovin monivaiheinen prosessi, jolloin suun-
nitelmakin voi luonnollisesti olla lyhyt.
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9.4.3 3. Vaihe: Suunnitelman toteuttaminen
Kesto: 7,5 min. Suunnitelman toteuttaminen sujuu melko hyvin, ei vähiten siksi, että rat-
kaisijan muodostama suunnitelma oli selkeä. Yllätyksenä tulee se, että tavallisetkaan lasku-
toimitukset ja operaatiot, kuten neliöjuuren käyttö tai potenssilausekkeiden sieventäminen
eivät välttämättä ole lukiolaisella hyvin hallussa. Vaikuttaa siis siltä, että ratkaisijan looginen
ajattelu ja matemaattiset perustaidot voivat olla hyvinkin eri tasoilla.
Suunnitelmaa toteuttaessa ohjaajan pyrkimys on muistuttaa kysymyksillään jokaisen vai-
heen tarkistamisen tärkeydestä ja huolellisuudesta. Ohjaus on valtaosin aktivoivaa. Muu-
tamassa kohdassa ohjaaja käyttää myös passivoivaa ohjausta. Näin käy esimerkiksi, kun
tarkistetaan, onko saadut lausekkeet sievennetty oikein.
Ratkaisija: Voinks mä ottaa ton neliöjuuren pois? Eiku en. Ja laittaa b:n omaan
neliöjuureen.
Ohjaaja: Mut ooksä nyt kirjottanu ton oikein?
Ratkaisija: [Miettii.]
Ohjaaja: Sul on tuol nyt X =
p
D2 + B2, ja sit sä oot laittanu et X =pp
C2 + A2 + B2.
Ratkaisija: No tonne sulut.
Ohjaaja: Ja sitte. Ooksä nyt kirjottanu sinne kaikki mitä pitäs?
Ratkaisija: Joo.
Ohjaaja: Et oo. Mikä tuol on?




Keskustelussa on siis kyse huolellisuuden korostamisesta, ratkaisija on unohtanut merkitä
yhden toisen potenssin. Tämän kaltaiset huolellisuusvirheet olivat tyypillisiä sekä ensim-
mäistä että toista ongelmatehtävää ratkaistaessa. Virheisiin liittyy mielenkiintoinen havain-
to: opiskelija saattaa olla melko hyvin kartalla ratkaistavan tehtävän ongelmatilanteesta.
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Kuitenkin kun hän lähtee toteuttamaan ratkaisua käytännössä, puutteet peruslaskutaidois-
sa näyttävät hidastavan ratkaisun toteuttamista merkittävästi. Lisäksi huolellisuusvirheiden
kohdalla ohjaaminen on vaikeaa. Virheen paikantaminen on ohjaajalle helppoa, mutta tar-
koitus on korostaa ratkaisijan ajattelun ja oman toiminnan tärkeyttä. Siksi ongelmanrat-
kaisun ohjaajan tavoitteena on osata edellistä esimerkkiä hienovaraisemmilla kysymyksillä
saada ratkaisija tarkastelemaan lausekettaan huolellisesti ja oppimaan paikantamaan omia
virheitään. Tällainen taito on hyödyllinen myös lukion opettajalla kaikenlaisten tehtävien
kohdalla. Usein opiskelijoiden virheet ovat merkki- tai laskuvirheitä, joita heidän on hyö-
dyllistä oppia paikantamaan itse. Toisaalta tällaiset virheet voivat liittyä perusalgebran osaa-
mattomuuten, jota käsiteltiin luvussa 4.2.
9.4.4 4. Vaihe: Ratkaisun tarkasteleminen
Kesto: 8 min. Ratkaisun tarkasteleminen menee osittain päällekäin vaiheen 3. eli suunnitel-
man toteuttamisen kanssa molempiin suuntiin. Tämän tehtävän osalta Pólya esittää kirjas-
saan erityisen laajan joukon mahdollisuuksia tarkastella tulosta. Keinot ovat suurelta osin
samoja kuin on esitetty Schoenfeldin mukaan luvussa 6.6.
Ratkaisija tarkisti itsenäisesti, onko saadussa ratkaisussa käytetty kaikkia annettuja tieto-
ja. Ohjaajan johdattelemana käytiin lisäksi läpi se, mitä ratkaisun aikana oli tehty ja mihin
matemaattisiin ideoihin ratkaisun löytäminen perustui. Lisäksi tarkasteltiin yhdessä ratkai-
sun symmetrisyyttä ja avaruuslävistäjän pituuden lausekkeen sieventämistä Pythagoraan
lauseeksi. Tämän tehtävän kohdalla olisi voinut hyödyntää myös muita strategioita ratkai-
sun tarkastelemiseen. Käytetyt strategiat olivat ratkaisijalle uusia, joten kolme lienee riittävä
määrä kerralla sisäistettäväksi.
Strategiat ratkaisun tarkastelemiseksi ovat mielenkiintoisia, opettavaisia ja rikastuttavat nä-
kemystä tehtävästä. Siksi opettajan pitäisi esitellä niitä oppilaille sopivien tehtävien kohdalla
ja muistuttaa niiden käytöstä. Liian usein lukio-opetuksessa ratkaisun oikeellisuuden mää-
rää opettajan hyväksyntä tai kirjan takaa löytyvä oikea vastaus. Tärkeämpää kuin oppia löy-
tämään tunnettu oikea vastaus, on ehdottomasti oppia tarkastelemaan omaa vastaustaan,
sen todennäköistä oikeellisuutta ja syitä ratkaisun onnistumiselle tai epäonnistumiselle. Tä-
män ongelmatehtävän kohdalla otettiin ainakin askel oikeaan suuntaan.
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Kuva 9.3: Toisen ongelmatehtävän ratkaisemisessa käytetty kuva.
9.5 Kolmas ongelmatehtävä
Kolmas ongelmatehtävä on tehtävä kymmenen (yo-koe kevät 2013)
Oheisen kuution särmän pituus on 2. Sen sisällä on vaaleanpunainen pallo, joka
sivuaa jokaista kuution tahkoa. Kuution yhdessä kulmassa on pienempi sininen
pallo, joka sivuaa suurta palloa ja kolmea kuution tahkoa kuvan mukaisesti.
Laske sinisen pallon säteen tarkka arvo.
Tehtävään liittyy kuva tilanteesta (kuva 9.4). Lisäksi tehtävän ratkaisun tueksi voi tarjota 
GeoGebralla muodostetun kolmiulotteisen mallinnuksen tilanteesta. Tässä on vaaransa. Rat-
kaisija saattaa tulkita tehtävän vaikeammaksi kuin se onkaan. Tehtävä on lisäksi tarkoitettu 
ratkaistavaksi vain niiden tietojen avulla, joita on annettu. Toisaalta kolmiulotteisten tilan-
teiden hahmottaminen voi olla todella vaikeaa, ja mallintamista kannattanee usein käyttää 
hyödyksi niin ohjaajan kuin ratkaisijan toimesta. Toinen vaihtoehto on mallintaa tilannetta 
reaalimaailman objektien avulla, tässä tapauksessa mallina voi olla pahvilaatikko tai jopa 
huone.
Tehtävä on ratkaistavissa monella tavalla. Tavoista ainakin yksi on kohtuullisen yksinker-
tainen, kunhan ratkaisun vaiheet ovat selvillä. Lisäksi tarvitaan kuitenkin taitoa mallintaa
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Kuva 9.4: Kaksi palloa (Yo-koe kevät 2013, tehtävä 10)
tilannetta sopivasti sekä selvittää oikein Pythagoraan lausetta hyödyntäen useiden kolmioi-
den sivujen pituudet. Toisaalta tehtävässä on runsaasti hämääviä elementtejä. Tilanteen kol-
miulotteisuus on yksi näistä, ratkaisun kannalta on oleellisen hyödyllistä jos ratkaisija osaa
mallintaa tilannetta sopivalla kaksiulotteisella kuvalla. Ongelman ratkaisemiseen tarvittavat
oleelliset lopsin mukaiset keskeiset sisällöt ovat kuvioiden yhdenmuotoisuus, Pythagoraan
lause ja kuvioiden pituuksien laskeminen. Vaikka tehtävä on haastava, itse ratkaisu ei ole
pitkä.
Tehtävän on tarkoitus haastaa, mutta toisaalta ei olla mahdoton, vaan tuottaa ratketessaan
onnistumisen elämys ja ehkä havainto siitä, kuinka sama ongelma voidaan ratkaista usealla
eri tavalla. Pyrkimys on tukea ratkaisijaa niin paljon, että tehtävä ratkeaa, jotta ratkaisi-
jalle ei jää näin ongelmanratkaisun harjoittelemisen alkuvaiheessa päällimmäiseksi tunne
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epäonnistumisesta.
9.6 Kolmannen ongelmatehtävän ratkaisu - huimasti haas-
teita
Kolmas ongelmatehtävä oli haastava sekä ratkaisijalle että ohjaajalle. Kyseessä oli matema-
tiikan yo-kokeen loppupään tehtävä ja ratkaisija käy parhaillaan pitkän matematiikan kol-
matta kurssia. Ohjaajamisen kannalta haasteita oli useita: etukäteen ei voi olla varma siitä,
kuinka vaikea tehtävä ratkaisijan näkökulmasta on, aikaa täytyisi olla varattuna riittävästi
ja vaikeaakin tehtävää pitäisi pystyä ohjaamaan siten, että ei tyydy antamaan ratkaisijalle
valmiita vastauksia. Ongelma ratkesi kahden ratkaisukerran aikana. Ensimmäisellä kerral-
la pääsimme hyvään alkuun, mutta ratkaisija oli liian väsynyt ja keskittyminen alkoi olla
vaikeaa. Toisella kerralla, kun ratkaisimme tehtävää keskipäivällä, se sujui huomattavasti
paremmissa tunnelmissa.
Ohjaaja otti tehtävän ratkaisemisessa jopa liian suuren roolin. Tavoitteena oli kuitenkin koko
ajan yrittää auttaa ratkaisijaa hoksaamaan asioita itse mahdollisimman paljon. Pyrkimyk-
senä oli myös kulkea ratkaisussa ratkaisijan viitoittamaan suuntaan, mutta loppuvaiheessa
tavoitteeseen ei täysin päästy. Toisaalta onnistumisen kokemukset ja positiivinen suhtau-
tuminen ongelmanratkaisuun ovat varsinkin kokemattomalle ongelmanratkaisijalle varsin
tärkeitä. Yksi tavoite olikin tukea ratkaisemisen onnistumista, vaikka tehtävä tuntui hyvin
haastavalta. Lisäksi ongelmanratkaisun kautta ratkaisija voi oppia ongelmanratkaisumene-
telmiä ja strategioita, vaikka hän ei keksisi kaikkia täysin itse. Konteksti on tärkeä, samoin
motivaatio, eli kun ongelmanratkaisutilanne on päällä ja ratkaisija on halukas selviämään
tilanteesta mahdollisimman hyvin (eikä vain pääsemään helpolla tai ratkaisemaan tehtävän
mahdollisimman nopeasti), hän saattaa myös oppia ratkaisijan tarjoamia strategioita ja me-
netelmiä. Ratkaisija koki jälkikäteen oppineensa paljon, oli ylpeä saavutuksestaan ja totesi,
että haluaa käydä tehtävää myöhemmin uudelleen läpi, jotta voi tehostaa oppimistaan.
Taulukosta 9.3 nähdään, että kolmannen ongelmatehtävän ratkaisemisen aikana ohjaaja
esitti moninkertaisesti enemmän kysymyksiä kuin kahden aiemman ongelmatehtävän koh-
84
dalla. Aiemmista havainnoista poiketen ohjaaja esitti sekä pinnallisia että passivoivia kysy-
myksiä myös ongelman ymmärtämisvaiheessa. Kysymyksistä aktivoivia oli kolme neljäsosaa,
hiukan enemmän kuin aiempien tehtävien kohdalla.
Taulukko 9.3: Ohjaajan esittämät kysymykset kolmannen ongelmatehtävän ratkaisun aikana
Aktivoiva Pinnallinen Passivoiva Neutraali Yhteensä
Ongelman ymmärtä-
minen
79 3 3 28 113 (25 %)
Ratkaisusuunnitelman
tekeminen
119 8 3 29 159 (35 %)
Suunnitelman toteut-
taminen
131 3 8 23 165 (36 %)
Ratkaisun tarkastelu 17 1 0 4 22 (5%)
Yhteensä 346 (75%) 15 (3%) 14 (3 %) 84 (18 %) 459 (100%)
9.6.1 1. Vaihe: Ongelman ymmärtäminen
Kesto: 28,5 min. Tehtävän haastavuus näkyy jo ongelman ymmärtämisen kohdalla. Kes-
kustelua ohjaajan ja ratkaisijan välillä syntyy muun muassa tehtävän kannalta oleellisista
avaruusgeometrian käsitteistä heti alusta alkaen.
Ratkaisija: Kuutio.
Ohjaaja: Ymh.
Ratkaisija: Mut siin ei sanota et kaikki sivut on saman pitusia.
Ohjaaja: No mutta, mitäs tarkottaa kuutio?
Ratkaisija: Ainiin, sitä et ne on. Joten ton pallon lävistäjä on kaksi.
Ohjaaja: Sen pallon? Joo. Mistä sä tiedät sen?
Ratkaisija: Koska se osuu, se on tuolta reunasta tonne pitunen.
Haastavinta on kuitenkin selvästikin saada muodostettua mahdollisimman selkeä malliku-
va, josta löytyvät kaikki tarvittavat tiedot. Koko ratkaisuprosessin aikana mallikuvia syntyy
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viisi kappaletta. Ei ole ollenkaan ihme, että kuvan aikaansaaminen on vaikeaa, sillä jos mal-
likuvan piirtäminen on helppoa, oman käsityksen tilanteesta täytyy jo valmiiksi olla selkeä.
Kuvia piirtämällä oma ajatus ja näkemys tilanteesta jäsentyy samalla. Oleellinen tekijä on
se, että koska selvitetään pallon sädettä eli janan pituutta, ja jana on kaksiulotteinen objekti,
on myös hyödyllistä muodostaa mallikuvasta kaksiulotteinen.
Ohjaaja pyrkii kysymyksillä ohjaamaan ratkaisijan muodostamaan kaksiulotteisen malliku-
van, joka on viipale kolmiulotteisesta kuvasta. Ohjaaja korostaa sitä, että myös kaksiulottei-
sesta kuvasta tulisi löytyä kaikki annetut, tehtävän ratkaisemisen kannalta oleelliset tiedot.
Lisäksi ohjaaja pyrkii viemään ratkaisijan ajatuksia edelliseen ongelmatehtävään, jossa kä-
siteltiin suorakulmaisen särmiön avaruuslävistäjän pituutta, sillä tehtävää ratkaistessa opi-
tusta voi olla hyötyä myös työn alla olevan tehtävän suhteen.
Ohjaaja: Ymm. No ooksä ratkassu mitään samantyyppistä tehtävää aikasemmin?
Ratkaisija: Ei tuu ainakaan mieleen.
Ohjaaja: No mites se edellinen tehtävä, mikä me ratkastiin äsken?
Ratkaisija: Joo, se oli kans koska siin ratkastiin se? [Innostuu: ] siin ratkastiin
avaruuslävistäjä.
Toimintatapa sinänsä on opettajan kyselymenetelmään sopiva, mutta ohjaaja esittää kysy-
myksensä ehkä liian spesifisti, jotta ratkaisijan oppiminen olisi parasta mahdollista. Toisaalta
ratkaisija saattaa edellisen kaltaisten kokemusten avulla oppia havaitsemaan, että tehtävän-
annoltaan hyvinkin erilaiset tehtävät voivat olla hyödyksi toistensa ratkaisemisessa.
Pólya neuvoo kirjassaan ongelmanratkaisun ohjaajaa käyttämään ohjauksessaan mahdolli-
simman yleisiä ja toistuvia kysymyksiä ja kehotuksia, jotta ratkaisija voi itse oppia käyttä-
mään niitä ratkaistessaan ongelmatehtäviä. Tämän tehtävän kohdalla ratkaisija palaa itse
tehtävänantoon, kun ei tiedä miten kannattaisi edetä: ”Mä laskin niiden avulla ton pohjan
lävistäjän. Ja nyt mä voisin laskee? Ton! Ei? Mitä siin kysytään?” Kyseinen toimintamalli
lienee hyvinkin hyödyllinen. Kun on saanut jo jotakin aikaiseksi tehtävän ratkaisemisek-
si, on hyvä palata katsomaan alkuperäistä tavoitetta ja miettiä sen avulla, mihin suuntaan
kannattaa jatkaa.
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9.6.2 2. Vaihe: Ratkaisusuunnitelman tekeminen
Kesto: 42 min. Ensimmäisellä kerralla ongelman ratkaisua aloittaessa 12 minuuttia ja toi-
sella kerralla 30 minuuttia. Tärkeä huomio tästä tehtävästä on samanlainen kuin aikaisem-
pien tehtävien kohdalla: jonkinlaista ratkaisusuunnitelmaa on jo tehty ja toteutettukin edel-
lisessä vaiheessa, vaikka ongelman ymmärtäminen oli vielä kesken. Oletus on, että näin
ratkaisija hakee suuntaa: jos hän huomaa, että valitun ratkaisusuunnan laskut vaikuttavat
vaikeilta tai mahdottomilta toteuttaa, ei kyseistä suunnitelmaa välttämättä kannata jalos-
taa pidemmälle. Tämä kuitenkin aiheuttaa sen, että ongelmanratkaisuprosessi ei missään
nimessä ole lineaarinen. Ratkaisusuunnitelma ei myöskään aina ole hyvin jäsentynyt vielä,
kun sitä lähdetään toteuttamaan. Prosessista on silti mahdollista eritellä osat, joissa Pólyan
ongelmanratkaisumenetelmän neljä eri vaihetta näkyvät selkeimmin.
Tämän tehtävän kohdalla ratkaisija ei alunperin muodostanut ratkaisusuunnitelmaa itse,
vaan eteneminen tapahtui ohjaajan päässä olevan suunnitelman mukaisesti. Oppimisen kan-
nalta tilanne ei siis ollut ideaalinen, mutta tehtävän vaikeus asetti omat ehtonsa ongelman-
ratkaisun ohjaamiselle kuten luvussa 9.6 todettiin. Lisäksi kuten leBlancin ongelmanratkai-
sustrategioiden luokittelussa 6.1 näkyy, aloittelevalla ongelmanratkaisijalla käytössä oleva
keino voi hyvinkin olla yritys ja erehdys. Varsinaista selkeää suunnitelmaa ei siis välttämättä
muodostu, vaan ratkaisija kokeilee niitä keinoja, joita hänellä on käytössä ja pyrkii saamaan
aikaiseksi joitakin muutosta tehtävään. Hän ikään kuin haluaa liikkua johonkin suuntaan
tehtävän suhteen, etsiä polkua, jota pitkin tehtävä voisi ratketa. Tämän tehtävän kohdalla
ohjaaja pyrkii viisomaan mahdollisimman selkeästi ratkaisijaa sopivalta vaikuttavan polun
suuntaan, mutta ei ota kädestä kiinni ja taluta sinne.
Vielä suunnitelmaa muodostaessakin ratkaisijan täytyi useassa kohdassa miettiä, miten teh-
tävänannon pallot sijoittuvat kuutioon ja miten kaksiulotteisen mallikuvan ympyrät sijait-
sevat suorakulmiossa. Ratkaisija vaikuttaa välillä hakevan perustelua faktoille ohjaajan vas-
tauksista tai käytöksestä. Seuraavan esimerkin kaltaisten keskustelujen perusteella hän on
kuitenkin ymmärtänyt, että käytetyn menetelmän tarkoituksena on korostaa ratkaisijan roo-
lia.
Ratkaisija: Joo. Ja sit tonne tulee se pieni pallo.
Ohjaaja: Ja mites se sijottuu sinne?
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Ratkaisija: Mut sekään ei osu niihin kulmii, näihin nytte.
Ohjaaja: Mihin se osuu?
Ratkaisija: Alareunaan.
Ohjaaja: Alareunaan. Osuukse jonnekin muualle?
Ratkaisija: Sivulle. Mutku se ei oo tää, koska tää on kulma.
Ohjaaja: Ymm. Sinne se ei osu, mut osuukse viel johonki muualle?
Ratkaisija: Palloon.
Ohjaaja: Ym. Entä vielä osuukse johonki muualle?
Ratkaisija: Mä en tiedä miks se osuu tohon palloon mut. Mut joo se osuu vast.
Ohjaaja: Mitä tietoja sulle on annettu?
Ratkaisija: Sivuu kolmee tahkoo. Sivuaa kolmea tahkoa.
Ohjaaja: Ja mitä muuta?
Ratkaisija: Suurta palloa.
Ohjaaja: Minkä takia on sanottu, että lue tehtävänanto 2-3 kertaa?
Esimerkin kaltaisissa tilanteissa ratkaisija antaa oikean vastauksen ohjaajan kysymykseen.
Ohjaaja ei kuitenkaan pyydä perustelua vastaukselle, jolloin ratkaisija itse tunnustaa, ettei
tiedä, miksi asia pitää paikkansa. Tämä on ratkaisijan oman oppimisen kannalta todella tär-
keää. Ensinnäkin se kuvaa sitä, että opiskelijalla on sisäistä motivaatiota: hän pyrkii tehtävää
ratkaistessaan kehittämään omaa ymmärrystään eikä vain saavuttamaan oikeaa vastausta.
Toiseksi se opettaa ratkaisijalle, että tehtävän ratkeamisen kannalta tärkeitä tietoja eivät ole
vain mahdolliset lukuarvot tai kuva, vaan myös muunlaiset annetut ehdot.
Ratkaisusuunnitelman tekeminen on selvästi ajallisesti pisin vaihe. Siihen sisältyy jollakin
tavalla koko ongelmanratkaisun ydin: ongelman ratkeaminen. Kuten jo Pólya [36] toteaa,
tärkeintä ongelmanratkaisussa on suunnitelman idean syntyminen. Pólya kirjoittaa myös,
että ”parasta, mitä opettaja voi tehdä opiskelijan hyväksi, on huomaamattomalla avustuk-
sella myötävaikuttaa loistavan idean syntymiseen opiskelijan mielessä.” Tehtävän vaikeuden
takia ohjaus ratkaisun idean syntymiseksi ei ollut läheskään niin huomaamatonta kuin olisi
voinut toivoa. Tavoitteena oli kuitenkin koko ajan auttaa ratkaisijaa ajattelemaan, ei antaa
vastauksia. Käytössä oli Pólyan esittämistä kysymystyypeistä ne, jotka auttavat ratkaisijaa
mahdollisimman paljon. Näistä esimerkiksi kehotus ”jos sä oot tehny joko täs tehtävässä tai
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jossain aiemmassa tehtävässä jotain saman tyyppistä, ni sun kannattaa hyödyntää sitä.” vas-
tannee Pólyan esittämä ” Tässä on samantyyppinen ongelma, joka on ratkaistu aikaisemmin.
Voisiko sitä hyödyntää?”
Tässä vaiheessa oli havaittavissa se, että ongelmanratkaisu todellakin vie aikaa. Sen ohjaa-
minen taitavasti vaatiikin ohjaajalta kärsivällisyyttä. Tulee muistaa se, ongelmanratkaisun
tavoitteena ei ole auttaa ratkaisijaa mahdollisimman nopeasti saavuttamaan oikea vastaus,
vaan oppimaan ratkaisemisesta ja tuloksesta mahdollisimman paljon ymmärtämällä itse.
9.6.3 3. Vaihe: Suunnitelman toteuttaminen
Kesto: 34 min. Itse suunnitelman toteuttaminen ei kestänyt koko 34 minuuttia, vaan jouk-
koon sekoittui myös ratkaisun suunnittelemista edelleen. Lisäksi kuten ongelmanratkaisulle
on tyypillistä, ensimmäinen loppuun saatettu ratkaisuyritys ei johtanut mielekkääseen tu-
lokseen vaan ratkaisun tarkstelun kautta päädyttiin muuttamaan alkuperäistä ratkaisusuun-
nitelmaa. Tämä oli ratkaisijalle opettavaista, sillä kahdessa aiemmassa tehtävässä tehtävän
on ratkennut melko hyvin suunnitelman mukaisesti. Ongelmanratkaisulle on kuitenkin tyy-
pillistä myös se, että ratkaisun löytämiseksi joutuu kokeilemaan useita eri strategioita.
Suunnitelmaa toteuttaessa ohjaajan rooliksi muodostuu huolellisuudesta muistuttaminen:
”Mites laskujärjestys menee?”, perustelujen peräänkuuluttaminen: ”Mitä edellyttää, että sä
voisit käyttää sin, cos, tan?” ja ajatusten suuntaaminen, kun ratkaissuunnitelmaa piti vielä
tässä vaiheessa muuttaa tai tarkentaa: ”Mikä se tuntematon on mitä sä haluut selvittää?”.
Ohjaajan rooli oli myös toimia tiedonantajana. Suunnitelmaa toteuttaessa tulee vastaan ti-
lanteita, joissa ratkaisija on unohtanut vaikkapa neliöjuuren käytön periaatteet. Tällöin on
luontevaa, että ohjaaja antaa valmiita vastauksia ratkaisijan kysymyksiin. Ongelmanratkai-
sun lomassa matemaattiikkaa voi olla helpompi omaksua, kun sen voi mielessään liittää
tehtävään. Ongelmaa ratkaistaessa uudet tiedot ja taidot saa suoraan käyttöön. Myös oppi-
jan motivaatio uuden omaksumiseen voi olla hyvä, jos hän on innostunut ja kiinnostunut
ongelman ratkaisemisesta.
Tämän vaiheen aikana oleelliseksi tehtävän ratkeamisen kannalta osoittautui sen hahmotta-
minen, mihin seiniin pallot osuvat. Lisäksi oli tärkeää osata sijoittaa sopivia suorakulmaisia
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kolmioita mallikuvaan ja hyödyntää niitä verrannon tekemisessä. Ratkaisija itse koki, että
ratkaisun saavuttamisessa oli oleellista hyödyntää analogiaa ison pallon ja pienen pallon
välillä. Isomman pallon tapaus oli ratkaisijalle tutumpi, siinä kun säteellä oli annettu lu-
kuarvo. Pienen pallon kohdalla saattoi kuitenkin löytää monia yhtäläisyyksiä ison pallon
tapaukseen. Lisäksi toisessa (edellisessä) ongelmatehtävässä oli juuri laskettu käytännössä
pelkästään kirjainten avulla. Analogian havaitseminen ison ja pienen pallon välillä ja sen
hyödyntäminen oli matemaattisesti arvokasta.
Kuva 9.5: Kolmannen ongelmatehtävän ratkaisun vaiheita.
9.6.4 4. Vaihe: Ratkaisun tarkasteleminen
Kesto: 5 min. Vaihe oli melko lyhyt, kun tehtävän ratkaiseminen muutoin kesti niin pit-
kään. Ratkaisija oli kuitenkin työskennellyt kovasti tehtävän ratkaisemiseksi. Uuden tiedon
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vastaanottokyky ei siis ehkä ollut parhaimmillaan, joten viimeisessä vaiheessa keskityttiin
tärkeimpiin tarkasteluihin. Luontevinta ratkaisijan kannalta oli tarkastella ensimmäisenä
ratkaisun järkevyyttä: onko suuruusluokka oikea? Lisäksi havaittiin se, että tehtävää rat-
kaistessa oli edetty loogisesti ja käsitelty ison ja pienen pallon tapauksia analogisesti.
Ohjaajan kannalta kannustavaa oli se, että hiukan tehtävän ratkaisun jälkeen ratkaisija totesi
oppineensä todella paljon ja halusi tarkastella ratkaisuaan myöhemmin uudelleen, jotta voi
tehostaa oppimista. Ratkaisun tarkastelemisen lopulla käytiin seuraava keskustelu:
Ratkaisija: Mut mä en? Vähä siistii et mä oon laskenu tän mut mä en osais ite
laskee tätä.
Ohjaaja: Okei.
Ohjaaja: Mut tuliks yhtään onnistumisen elämyksiä?
Ratkaisija: Joo.
9.7 Yhteenveto
Jokaisen ongelmanratkaisutehtävän kohdalla tunnistettiin ja analysoitiin Pólyan ongelman-
ratkaisumallin neljä vaihetta. Tärkeä havainto jokaisen tehtävän kohdalla oli vahvistus on-
gelmanratkaisuprosessin epälineaarisuudelle. Pólyan mallin neljäs vaihe, eli ratkaisun tar-
kastelu oli selkeimmin erotettavissa omaksi yksikökseen tarkastelluissa ongelmanratkaisuis-
sa. Muut vaiheet sekoittuvat selvästi keskenään. Ratkaisemin alkoi jokaisen tehtävän koh-
dalla vaiheella 1. eli ongelman ymmärtämisen. Tämän jälkeen muodostettiin alustava ratkai-
susuunnitelma (vaihe 2.), joka ei kuitenkaan minkään tehtävän kohdalla ollut lopullinen.
Ratkaisusuunnitelmaa toteuttaessa (vaihe 3.) ratkaisijan ymmärrys ongelmasta lisääntyi,
jolloin ratkaisusuunnitelmaa pystyttiin taas muokkaamaan ja suunnitelmaa toteuttamaan
siten, että edettiin kohti ongelman ratkaisua.
Kaikkien tehtävien kohdalla ohjaaja vaikutti ongelmatehtävien ratkaisemiseen tai ratkaisun
tarkastelemiseen merkittävästi. Tavoitteena oli koko ajan jokaisen tehtävän kohdalla se, että
ohjaus on aktivoivaa, ei pinnallista tai passivoivaa. Ensimmäisen ongelmatehtävän ratkaise-
minen ei ollut ratkaisijan mielestä liian vaikeaa. Ohjaus ensimmäisen tehtävän kohdalla on
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valtaosin aktiivista. Ratkaisija koki helpoimmaksi tehtäväksi toisen ongelmatehtävän, ja sen
kohdalla ohjaajan rooli korostui ongelmatilanteen konkretisoijana, matemaattisten mene-
telmien asiantuntijana ja ratkaisun tarkastelemisen tukijana. Kolmannen ongelmatehtävän
ratkaisija määritti vaikeimmaksi. Tehtävän oli myös tarkoitus olla haastava, mutta etukä-
teen oli epäselvää, onko tehtävä jopa liian vaikea. Erityisesti sen kohdalla ohjaajan tärkein
tehtävä oli johdatella ratkaisijaa kohti oleellisten asioiden havaitsemista Pólyan mallin mu-
kaisesti antamatta vastauksia suoraan. Varsinkin kolmannen tehtävän kohdalla ohjaus oli
muutamissa kohdissa passivoivaa. Suurelta osin se kuitenkin säilyi aktivoivana, kun ohjaa-
ja pyrki hyödyntämään Pólya kyselymenetelmän mukaisia kysymyksiä. Kuten Pólya esittää
kirjassaan, varsinkin kokematonta ongelmanratkaisijaa täytyy haastavissa kohdissa auttaa
eteenpäin kysymyksillä, jotka vievät yhä lähemmäs ongelman ratkaisemista, mutta eivät
suoraan anna ratkaisijalle valmista vastausta.
Yhdistäviä tekijöitä tehtäville olivat se, että ratkaisija koki kaikkien tehtävien kiinnostavan
häntä paljon, vaikka hän arvioi tehtävät vaikeustasoltaan erilaisiksi kuten taulukosta 9.4
näkyy.
Taulukko 9.4: Ongelmatehtävien vaikeustaso ja kiinnostavuus
Tehtävä 1 Tehtävä 2 Tehtävä 3
Vaikeustaso 3 2 5
Kiinnostavuus 5 5 5
Eri vaiheisiin käytetty suhteellinen aika ei ollut kovin säännönmukainen. Taulukosta 9.5
nähdään kuitenkin, että ratkaisusuunnitelman toteuttaminen vei kaikkien tehtävien koh-
dalla noin kolmanneksen koko ratkaisuun käytetystä ajasta.
Taulukko 9.5: Ongelmanratkaisuprosessin vaiheisiin kulunut aika prosentteina
Vaihe Tehtävä 1 Tehtävä 2 Tehtävä 3
1 20 % 13 % 26 %
2 36 % 21 % 38 %
3 36 % 32 % 31 %




Tämän tutkimuksen tutkimusote on laadullinen, jolloin luotettavuutta arvioidaan erilaisin
menetelmin kuin kvantitatiivisessa tutkimuksessa. Eskola ja Suoranta toteavat, että kvalita-
tiivisessa tutkimuksessa pääasiallisin luotettavuuden kriteeri on itse tutkija. Siksi on tärkeää
myöntää, että tutkija on tutkimuksensa keskeisin tutkimusväline, tutkimus on väistämättä
subjektiivinen. Laadullisen tutkimuksen luotettavuuden arviointi koskee koko tutkimuspro-
sessia. Lopulta tieteellinen julkisuus arvioi tutkimusta raportin kuvausten, väitteiden ja se-
litysten perusteella. [6].
Laadullisen tutkimuksen luotettavuutta voidaan Eskolan ja Suorannan mukaan kuvata nel-
jällä kriteerillä, jotka ovat uskottavuus, siirrettävyys, varmuus ja vahvistuvuus. He muistut-
tavat, että sanat itsessään eivät ole tärkeitä, vaan niille annettu sisältö. [6]. Kirjallisuudesta
voikin löytää samansisältöisiä luotettavuuden kriteereitä eri nimityksillä. Seuraavassa esi-
tän nämä neljä kriteeriä Eskolan ja Suorannan määritteleminä. Lisäksi kerron, miten tut-
kimuksessa on pyritty varmistamaan mahdollisimman hyvä luotettavuus kunkin kriteerin
osalta.
Uskottavuus on kriteeri sen arvioimiseksi, vastaavatko tutkijan käsitteellistykset ja tulkinnat
tutkittavien käsityksiä. Tutkimuksen uskottavuuden varmistamiseksi olen kuvannut tutki-
muksen kulun, tutkimusaineiston ja aineiston analysoinnin mahdollisimman hyvin. Lisäksi
tutkimuksen aikana käytettiin menetelmätriangulaatiota ongelmanratkaisuprosessin tutki-
miseen. Menetelmätriangulaatiossa tutkimuskohdetta tutkittaan usealla eri menetelmällä,
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tässä tapauksessa havainnoimalla äänitettä sekä tutkittavan haastatteluita ja luokittelemalla
ohjaajan tekemiä kysymyksiä.
Tutkimustulosten siirrettävyys kuvaa sitä, ovatko tutkimustulokset yleistettävissä tai siirret-
tävissä toiseen kontekstiin. Tämän tutkimuksen tulokset eivät ole sellaisenaan siirrettävissä
tai yleistettävissä, sillä tutkimus käsittelee ongelmanratkaisun ohjausta vain yhden ohjaa-
jan ja yhden ratkaisijan näkökulmasta. Tutkimuksen teon ja analyysivaiheen sen sijaan olen
pyrkinyt kuvaamaan niin tarkasti, että tutkimuksen voi toteuttaa kuka tahansa lukion ma-
tematiikan opettaja geometrian kurssillaan. Lisäksi vaikka olen tarkastellut tutkimuksessa
yhden henkilön ongelmanratkaisua, tutkimus on siirrettävissä kokonaisen ryhmän ongel-
manratkaisun tarkasteluun.
Tutkimuksen varmuus riippuu siitä, kuinka hyvin on otettu huomioon tutkimukseen ennus-
tamattomasti vaikuttavat ennakkoehdot. Tässä tutkimuksessa itse ongelmanratkaisuproses-
siin vaikuttavat sekä ratkaisijan ja ohjaajan toimintaan vaikuttavat affektiiviset tekijät et-
tä tutkijan havainnoinnin laatu. Affektiivisiin tekijöihin on vaikeaa, ellei mahdotonta vai-
kuttaa. Kolmannen ongelmatehtävän kohdalla tehtävän ratkaisemista kuitenkin päätettin
yhdessä tutkijan ja ratkaisijan toimesta jatkaa myöhemmin. Näin ratkaisijan heikentynyt
vireystila ei vääristänyt tuloksia, kuten ongelmanratkaisuprosessin etenemistä tai kestoa.
Ongelmanratkaisuprosessin nauhoittamisella pyrittiin vähentämään tutkijasta aiheutuvaa
vaihtelua. Näin alkuperäiseen aineistoon on helppo palata aina tarvittaessa.
Tutkimus täyttää vahvistuvuuden kriteerin, jos tehdyt tulkinnat saavat tukea toisista vastaa-
vaa ilmiötä tarkastelleista tutkimuksista. Tässä tutkimuksessa aineistoa lähdettiin tutkimaan
teorian pohjalta. Tutkimuksessa havaittiin, että tutkimustulokset vastaavat aiemmissa tutki-
muksissa saatuja tuloksia: Pólyan ongelmanratkaisumalli on liian lineaarinen ollakseen sel-
laisenaan totuudenmukainen. Sen sijaan tässä tutkimuksessa muodostunut kuva ongelman-
ratkaisuprosessista vastaa huomattavasti paremmin esimerkiksi Schoenfeldin ongelmanrat-




Koska tutkimuksessa oli vain yksi tutkittava ja ongelmatehtäviä ratkaistiin kolme kappaletta,
ei voida tehdä pitkälle meneviä johtopäätöksiä. Lisäksi täytyy huomioida, että tutkielmassa
ongelmanratkaisua lähestytään geometrian kannalta. Tutkielman kirjoittaja teki kuitenkin
tutkimuksen ja tulosten analysoinnin aikana joukon havaintoja, jotka ovat hyödyllisiä on-
gelmatehtävien valitsemisen ja ongelmanratkaisun opettamisen kannalta. Havainnot ovat
samansuuntaisia kuin kirajllisuudessa, joten niitä voi pitää melko luotettavina.
11.1 Opettajan kyselymenetelmä
Pólyan kirjassaan [36] esittämä ongelmanratkaisumalli vaikuttaa siihen perehtyessä hyväl-
tä. Kirjallisuudessa sitä on käytetty laajalti pohjana ongelmanratkaisun teoriaa kehitettäes-
sä. Mallia on koettu tarpeelliseksi muokata erityisesti siksi, että se antaa ongelmanratkai-
susta liian suoraviivaisen kuvan. Schoenfeldin malli, jossa korostuu ongelmanratkaisun epä-
lineaarisuus ja suunnittelu- ja tutkimusvaiheiden vuorottelu, kuvaa paremmin tässä tutki-
muksessa löydettyä ongelmanratkaisuprosessin rakennetta. Pólyan kirjassaan [36] esittämät
opettajan kyselymenetelmän mukaiset kysymykset osoittautuivat kuitenkin edelleen käyt-
tökelpoisiksi: ne todellakin ovat yleisluontoisia, mutta luonnollisia ja todella ohjaavia. Nii-
den avulla opettaja voi tukea opiskelijan ajattelun kulkemista oikeaan suuntaan ongelmaa
ratkaistaessa paljastamatta oikeita vastauksia.
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Lisäksi jo näin lyhyen tutkimuksen aikana oli havaittavissa, että ratkaisija alkoi sisäistää ky-
selymenetelmän mukaisia kysymyksiä ja toimintamalleja ongelmanratkaisuprosessin aika-
na. Hän esimerkiksi pyrki tarkistamaan alkuperäisestä tehtävänannosta, mitä halusikaan sel-
vittää tullessaan tilanteeseen, jossa ei päässyt eteenpäin. Tämä kannustaa opettajana käyt-
tämään kyselymenetelmää opetuksessaan, jotta opiskelijat voivat sen sisäistää. Usein mate-
maattisia tehtäviä ratkaistaessa niin peruskoulussa, lukiossa kuin yliopistossakin voisi olla
hyväksi, että vaikean vaiheen kohdalla osaisi heti kehottaa itseään toimimaan järkevästi:
Katso tuntematonta, Mitä tietoja on annettu, mitä ehtoja on esitetty? ja Olenko joskus koh-
dannut jonkin samantyyppisen ongelman?
11.2 Tehtävät
Sopivien ongelmatehtävien valitseminen on haastavaa. Tehtävävalinta ei välttämättä onnis-
tu, vaikka pyrkii valitsemaan tehtävät luvussa 6.7 esitettyjen kriteerien mukaisesti. Tehtävä
voi ratketa paljon oletettua helpommin, kuten tässä tutkimuksessa toinen ongelmatehtävä.
Toisaalta tehtävä voi olla niin haastava, että opiskelijan motivaatio ei riitä sen ratkaisemi-
seen vaadittaviin ponnisteluihin. Tässä tutkimuksessa kolmannen tehtävän ratkaiseminen
vaati ohjaajalta enemmän tukea kuin esimerkiksi tavallisessa lukioryhmässä on mahdollis-
ta tarjota yhdelle opiskelijalle. Näiden seikkojen vuoksi opettajalla täytyy olla esimerkiksi
kullekin oppitunnille varattuna useita käsiteltävään aihepiiriin liittyviä ongelmia. Lisäksi on
hyödyllistä, että ongelmaa voi muunnella tai siitä voi johtaa uusia ongelmia. Opettajan ai-
kapulaa toki helpottaa lukioryhmässä se, että laittaa opiskelijat käsittelemään tehtäviä ryh-
missä, jolloin heistä on apua toisilleen.
11.3 Ohjauksen tasot
Pólya korostaa kirjassaan, että ongelmanratkaisussa on tärkeää se, että ratkaisija ainakin
tuntee tehneensä jotakin itse. Todellisuudessa voi olla, että varsinkin aloitteleva ongelman-
ratkaisija tarvitsee niin paljon apua, että ohjaaja tekee pääasiallisen työn ratkaisun löytämi-
seksi. Luvussa 6.7.1 esiteltiin kolme opettajan ohjauksen tasoa, eli aktivoiva, passivoiva ja
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pinnallinen ohjaus. Pólyan kyselymenetelmän mukainen ohjaus, jota tutkimuksessa pyrittiin
antamaan, on aktivoivaa ohjausta.
Tutkimuksessa tavoitteena oli koko ajan olla antamatta valmiita ratkaisuja, jotta ratkaisija
hyötyy prosessista mahdollisimman paljon. Tavoitteeseen päästiin ainakin jossakin määrin,
sillä vähintään kaksi kolmasosaa ohjaajan kysymyksistä oli aktivoivia kunkin ongelmanrat-
kaisuprosessin aikana. Lisäksi ratkaisija mainitsi kahden ensimmäisen tehtävän kohdalla,
että ohjaus auttoi, mutta ei paljastanut liikaa. Kolmannen, vaikeimman ongelmatehtävän
kohdalla ratkaisija totesi, ettei olisi itsenäisesti pystynyt ratkaisemaan tehtävää, mutta koki
saaneensa onnisistumisen elämyksiä ja vaikuttaneensa itse tehtävän ratkaisun saavuttami-
seen merkittävästi.
Voidaan siis varovasti esittää, että Pólyan kyselymenetelmän mukaisten kysymysten esit-
tämisestä on hyötyä ongelmanratkaisun ohjauksessa, kun menetelmää täydennetään
leBlancin ja Schoenfeldin ongelmanratkaisustrategioilla. Hyöty tulee siitä, että menetelmää
käyttäessä iso osa ohjaajan tekemistä kysymyksistä edustaa aktivoivaa ohjausta.
11.4 Ajankäyttö
Ongelmanratkaisulle täytyy varata vielä runsaammin aikaa, kuin mitä olisit kuvitellut. Täs-
sä tutkimuksessa ratkaisijan vaikeustasoltaan keskitasoisiksi kokemia tehtäviä ratkaistaessa
kiireen tuntua tai väsymystä ei havaittu. Ratkaisijan vaikeaksi kokeman tehtävän kohdalla
ratkaisuprosessin suhteellisen pitkä kesto saattoi vaikuttaa sekä ohjauksen voimakkuuteen
että henkilöiden vireystilaan. Ongelmia ratkaistaessa täytyykin varata prosessille paljon ai-
kaa kerralla ja lisäksi olla valmis jatkamaan ratkaisemista toisella kerralla antaen ongelman
hautua mielessä esimerkiksi yön yli, kuten jo Pólya toteaa kirjassaan.
11.5 Ratkaisijan kokemus
Mielenkiintoista on se, että ratkaisija mielestä kaikki ongelmatehtävät olivat erittäin kiin-
nostavia. Hän koki, että jo näiden kolmen tuetun ongelmanratkaisukerran aikana hän op-
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pi lähestymään ongelmatehtäviä. Lisäksi ratkaisijan mukaan hänen kiinnostuksensa ongel-
manratkaisua ja matematiikkaa kohtaan lisääntyi. Ratkaisija totesi, että ”Mua ei enää pelo-
ta ratkaista ongelmaa, koska tiedän, mistä aloittaa.” Vaikka havaintoaineisto on näin pieni,
tulos rohkaisee ainakin itseäni tulevana matematiikan opettajana käyttämään ongelmateh-




Tutkielman kirjoittamisen anti omalle kohdalleni oli se, että näkemykseni matematiikan ope-
tuksen tulevaisuudesta muuttui. Yliopistossa käymäni kurssit olivat jo ennen tutkielman kir-
joittamista muokanneet näkemystäni pois opettajajohtoisesta ja -keskeisestä kohti oppimis-
ta, osallistamista ja ymmärtämistä painottavaa. Nyt sain huikeasti lisää ajateltavaa.
Ensinnäkin tutkimuksen tulokset ovat lupaavia. Täsmennetyn Pólyan kyselymenetelmän
käyttäminen ongelmatehtävien ohjaamisessa vaikutti toimivalta. Lisäksi ratkaisijan haastat-
telut, erityisesti liitteestä D löytyvä loppuhaastattelu, antoivat vaikutelman siitä, että ongel-
manratkaisun opettamiseen keskittyminen kannattaa, sillä jo tutkimuksen kolmen tehtävän
ratkaiseminen antoi ratkaisijalle itseluottamusta ongelmatehtäviin tarttumiseen.
Ongelmanratkaisu ylipäätään on mielenkiintoinen ja opettavainen tutkimuskohde. Ongel-
manratkaisuprosessia kuvaamaan kehitetyt mallit, kuten Schoenfeldin malli, ovat jo melko
edistyneitä. Tässä tutkimuksessa huomattiin kuitenkin myös, että ongelmanratkaisun ohjaa-
minen onnistuu hyvin myös toimimalla Pólyan kyselymenetelmän mukaan. Uskon kuiten-
kin, että opettajalla on parhaat edellytykset onnistua ongelmanratkaisun ohjaamisessa, jos
hän on perehtynyt laajasti erilaisiin ongelmanratkaisumalleihin ja lisäksi ymmärtää hyvin
oppimiseen liittyviä sosiaalisia, kognitiivisia ja effektiivisia tekijöitä. Tällöin täyttyvät luvus-
sa 6.7 esitetyt kriteerit siitä, mitä opettajalta vaaditaan ongelmanratkaisun opettamiseksi.
Perehdyttyäni ongelmanratkaisua käsittelevään kirjallisuuteen huomasin, että erityisesti
avointen ongelmien käyttäminen opetuksessa, mutta myös ongelmanratkaisu voivat olla
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hyviä suuntia tulevaisuuden matematiikan opetukselle. Tässäkin tutkimuksessa huomattiin,
että ongelmatehtävät koetaan kiinnostavaksi. Lisäksi erityisen mielenkiintoista oli pereh-
tyä artikkeleihin tutkimuksista, joissa on saatu näyttöä ongelmiin ja projekteihin perustu-
van matematiikan myönteisestä vaikutuksesta tutkittujen ryhmien asenteisiin matematiik-
kaa kohtaan, kokemukseen matematiikan hyödyllisyydestä ja matematiikassa menestymi-
seen.
Myös Suomessa olisi aiheellista ottaa vakavasti tulevaisuuden vaatimukset. Ei riitä, että osaa
kopioida tehtävien vastauksia esimerkkitehtävistä tai iteroida kohti oikeaa vastausta kirjan
takaa löytyvän mallin avulla. Esimerkiksi lukio-opiskelijat puurtavat usein tunneilla yksin ja
osa arkailee avun kysymistä. Uskon, että tulevaisuudessa kaikkien täytyy osata ratkaista on-
gelmia mahdollisimman luovasti yhdessä muiden kanssa. Meidän tulisi siis luoda luokkiin,
niin lukioon kuin muuallekin, sosiaalinen kulttuuri, jossa ei ratkaista rutiinitehtäviä liuku-
hihnalta kukin omassa nurkassaan, vaan keskitytään pitkäjänteisesti ongelmatehtävien rat-
kaisemiseen sosiaalisessa kanssakäymisessä vertaisten ja opettajan kanssa. Lisäksi pyritään
ottamaan hyöty irti myös tehtävän vastauksesta, eikä tyydytä siihen, että tarkistuskirja sanoo
vastauksen olevan oikein. Eikö todellisessakin elämässä vastauksen saavuttamisen jälkeen
sitä pyritä hyödyntämään?
Opetus ja oppimiskulttuurin muuttaminen vaatii paljon. Se edellyttää, että opettajat voivat
tutkimusperustaisesti rakentaa opetuksensa tukevalle pohjalle. On kuitenkin jo olemassa
paljon tutkimuksia, joissa ehdotetaan perinteisten opetuskäytänteiden tilalle uusia ja toimi-




Tässä tutkimuksessa on pyritty tarkastelemaan sitä, minkälaiseksi ongelmatehtävien ohjaus
muodostuu, jos ohjaaja tietoisesti pyrkii aktivoivaan, Pólyan kyselymenetelmän mukaiseen
ohjaukseen. Lisäksi on löydetty joitakin ohjauksen kannalta haastavia kohtia ja pyritty esit-
tämään niiden ohjaukseen parannusehdotuksia.
Tutkimusaineisto on ollut varsin suppea, joten kattavia yleistyksiä ei voida tehdä. Jatkos-
sa olisi mielenkiintoista tutkia joukkoa ongelmanratkaisun ohjaajia, esimerkiksi lukion tai
yläkoulun matematiikan opettajia, ja selvittää, minkälaisia ovat tyypilliset ohjausta heiken-
tävät tekijät. Missä ja millaisissa tilanteissa ohjaus ei edistä oppilaan ongelmanratkaisua
tai jopa haittaa sitä? Tämän tutkielman näkökulmaa voisi jatkotutkimusta varten tarken-
taa ja keskittyä opettajien ongelmanratkaisutilanteessa esittämiin kysymyksiin: ovatko ne
aktivoivia, passivoivia vai pinnallisia. Olisi hyödyllistä tarkastella, missä ongelmanratkaisu-
prosessin vaiheissa tai minkälaisissa tilanteissa ohjaajat esittävät passivoivia tai pinnallisia
kysymyksiä. Lisäksi voitaisiin selvittää, minkälaiset aktivoivat kysymykset sopivat tällaisiin
haastaviin tilanteisiin. Näin voitaisiin antaa ehdotuksia siitä, miten ongelmanratkaisun oh-
jaaja voi toimia haastavissakin tilanteissa mahdollisimman aktivoivasti.
Toisaalta tulevaisuudessa aiheeseen liittyvää tutkimusta voi tehdä vertailunäkökulmasta:
Sama ohjaaja ohjaa samaan ohjeistukseen perustuen useamman mahdollisimman saman-
laisista lähtökohdista olevan opiskelijan saman ongelmatehtävän ratkaisemista. Näin voi
tehdä päätelmiä siitä, vaikuttaako tietynlainen ohjaus säännönmukaisesti samalla tavalla
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eri ohjattaviin. Toinen mahdollinen tutkimusnäkökulma on se, miten ohjaajan ohjausta voi-
daan kehittää. Miten saadaan jokaiseen ohjaustilanteeseen aktiivisesti ohjaava ohjaaja? Tätä
varten täytyy tutkia useampia ohjaajija ohjaamassa samankaltaisilla ohjeilla saman tehtävän
ratkaisua. Lisäksi ratkaisijoiden tulee olla lähtökohdiltaan samankaltaisia. Olisi myös mie-
lenkiintoista vertailla, minkälaisia tuloksia saadaan erilaisilla ongelmanratkaisun ohjausta
varten kehitetyillä menetelmillä. Vertailua voi myös tehdä siitä, miten ongelmanratkaisu-
prosessiin ja opiskelijoiden kokemuksiin vaikuttaa se, ratkaisevatko he ongelmia yksin vai
ryhmässä.
Yksi tärkeä tutkimussuunta on se, miten ongelmanratkaisuun keskittyneet ryhmät eroavat
perinteisellä tavalla opetetuista ryhmistä. Tärkeitä lähestymisnäkökulmia ovat sekä opis-
kelijoiden kokemukset ja asenteet että heidän menestymisensä esimerkiksi myöhemmissä
opinnoissa. Tämä vaatii kuitenkin sen, että tutkimusta tehdään pitkällä aikavälillä. Lisäksi
ongelmanratkaisun tulee olla koko matematiikan opetuksen peruslähtökohta eikä esimer-
kiksi vain yhden kurssin mittainen prosessi. Tämän kaltaista tutkimusta on jo tehty projek-
teihin perustuvan matematiikan näkökulmasta, jota esittelee esimerkiksi Jo Boaler arteik-
kelisssan Mathematical dream makers: How two different math departments brought about
equity ang high achievement [2]. Artikkelissa on vakuuttavaa aineistoa projekeihin perustu-
van matematiikan tehosta. Boalerin kuvauksen mukaan projekteihin usein liittyy keskeisesti




pitkän matematiikan kokeessa vuosina
2012-2015
• Syksyn 2013 tehtävä 6 edellyttää myös kulmanpuolittajalauseen käyttöä.
• Kevään 2014 tehtävä 9b on taulukossa, vaikka siinä tarvitaan myös janan pituuden
kaavaa analyyttisen geometrian puolelta.
• Kevään 2014 tehtävän 9 a-kohtaa ei löydy taulukosta, sillä se on sisällöltään analyyt-
tistä geometriaa.
• Kevään 2014 tehtävä 10 edellyttää tilavuusintegraalin osaamista sekä Pythagoraan
lauseen käyttöä jälleen kerran.
• Kevään 2014 tehtävässä 14 tulee hallita todella monta lopsin keskeistä sisältöä, tau-
lukossa näkyvien lisäksi myös Pythagoraan lause.
• Syksyn 2014 tehtävä 14 edellyttää d-kohdassa myös Pythagoraan lauseen tuntemusta,
mutta sen käyttö ei ole läheskään riittävä edellytys tehtävän ratkaisemiselle.
• Kevään 2015 tehtävässä 8b vaaditaan mm. Pythagoraan lauseen käyttöä.
• Kevään 2015 tehtävä 9 edellyttää lisäksi derivointia sekä pinta-alan/sivujanan pituu-
den laskemista.
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• Syksyn 2015 tehtävä 7 edellyttää tietoa paraabeleista ja funktion suurimman arvon
löytämisestä. Derivoida ei tarvitse.
• Syksyn 2015 tehtävä 9 edellyttää tietoa prosenttilaskennasta.
• Syksyn 2015 tehtävä 15b edellyttää myös kulmanpuolittajalauseen käyttö.
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Liite B
Käsitteitä ja ohjeita ongelmanratkaisuun
Liite B on osittain mukailtu Henry Leppäahon väitöskirjan [22] liitteestä 15 (Matemaattisen
ongelmanratkaisukurssin moniste).
ONGELMANRATKAISU
• Käytännön taito, jonka harjaannuttamiseksi on tarjottava runsaasti tilaisuuksia eri-
tyyppisten ongelmien ratkaisemiseen, ratkaisujen arvioimiseen ja perustelemiseen se-
kä uusien ongelmien muotoiluun.
Geometrinen ongelmanratkaisu
• Ongelmanratkaisua, jossa tehtävät ovat ainakin osittain geometriaa.
Ongelmanratkaisumalli
• ”Luettelo”, jossa on esitelty keskeiset ongelmanratkaisuprosessin sisältämät toiminnot
vaihe vaiheelta.







• Ennalta opittu keino ratkaista ongelmia
• esim. LeBlancin ongelmanratkaisustrategioiden jaottelu on havainnollinen:
A. Yleiset strategiat:
1. Yritys ja erehdys on strategia, johon täysin kokematon ongelmanratkaisija yleensä
turvautuu. Se on kuitenkin todella työläs ja aikaa vievätapa ratkaista ongelmia.
2. Järjestelmällinen lista eri mahdollisuuksista on edellistä hieman kehittyneempi on-
gelmanratkaisustartegia. siinä ratkaisija listaa ratkaisumahdollisuudet ja etsii niistä
yrityksen ja erehdyksen kautta oikean ratkaisun.
3. Ongelman yksinkertaistaminen tapahtuu jakamalla ongelma pienempiin osiin ja ete-
nemällä osatavoitteiden kautta lopputulokseen.
4. Matemaattisen kaavan etsimisessä ongelmasta etsitään tehtävään mahdollisesti si-
sältyviä matemaattisia kaavoja sekä toistuvia sarjoja. Kun kaava löytyy, pystytään on-
gelma ratkaisemaan.
5. Kokeilu. Yksinkertaisten ongelmien ratkaisussa myös järjestelmällinen tuloksen ko-
keilu voi tuottaa tulosta. Tässä tapauksessa vain mahdollinen tulosten järjestelmäl-
linen kokeileminen erottaa strategian yrityksestä ja erehdyksestä.
6. Päättely on pidemmälle edenneen ongelmanratkaisijan keino ratkaista ongelma. Ko-
kenut päättelijä voi hahmottaa pienistäkin informaation paloista ratkaisuun johtavan
reitin. Päättelyssä kootaan erillisten osien kautta tietokokonaisuuksia.
7. Yleistys edellyttää sitä, että ongelmaa pystytään vertaamaan joihinkin käytännön ti-
lanteisiin tai jo ratkaistuihin ongelmiin. Tällöin voidaan ratkaisua etsiä vanhojen ti-
lanteiden tai ongelmien ratkaisuista.
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8. Takaperin työskentely on mahdollista silloin, kun ongelman lopputilanne tiedetään.
Ongelmaa aletaan purkaa lopusta, jolloin ensimmäiset ja usein tärkeimmät ongelma-







• Ovat välillisiä askeleita yleisten strategioiden toteuttamisessa
• Soveltuvat kaikkiin yleisiin ongelmanratkaisustrategioihin.
RATKAISUOHJEET ONGELMATEHTÄVIIN
On tärkeää, että opit muotoilemaan ratkaisun vaiheet paperille selkeästi. Kokoa paperille
1. annetut tiedot ja mahdolliset apupiirrokset,
2. ratkaisuyritykset (myös virheelliset), joihin kirjoitat tarvittaessa mitä olet ajatellut ja
lopulta myös
3. ratkaisu.
Kun ratkaiset ongelmatehtävää, toimi seuraavasti:
1. Keskity.
2. Älä hätäile. Tehtävän ratkaiseminen voi viedä aikaa.
3. Perehdy tehtävään perusteellisesti.
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(a) Lue se läpi 2-3 kertaa.
(b) Tarkista, mitä tehtävässä kysyttiin.
4. Älä säikähdä. Tehtävä on tehty ratkaistavaksi.
5. Käytä paperia.
(a) Kokoa annetut tiedot, niiden avulla ongelma ratkeaa.
(b) Tee apupiirros.
6. Ole sisukas. Älä luovuta toisenkaan ratkaisuyrityksen jälkeen. Jos tehtävä ei ratkea
useista yrityksistä huolimatta, jätä se hautumaan ja palaa siihen myöhemmin.
7. Ratkaistuasi tehtävän käy se läpi alusta loppuun.
(a) Kun tarkistat heti, löydät mahdolliset virheet helposti.






1. Miltä ratkaiseminen tuntui?
Vastaus: Olisi pitänyt käyttää luovemmin aikaisempia tietoja. Vaikea, muttei
mahdoton, koska oli apua. Vähän mä opin tässä.
2. Mikä oli tärkeintä ratkaisun saavuttamisessa?
Vastaus: Havaitsin, että kolmiot olivat yhdenmuotoiset.
3. Miltä ohjaus tuntui?
Vastaus: Auttoi, mutta ei antanut vastauksia.
4. Kuinka vaikea tehtävä oli?
Vastaus: 3 (keskitasoinen). ”Olisi pitänyt osata”
1 (helppo), 2 (melko helppo), 3 (keskitasoinen), 4 (melko vaikea), 5 (vaikea).
5. Kuinka kiinnostava tehtävä oli?
Vastaus: 5 (kiinnostaa paljon)
1 (ei kiinnosta lainkaan), 2 (kiinnostaa vähän), 3 (kiinnostaa keskitasoisesti), 4
(kiinnostaa melko paljon), 5 (kiinnostaa paljon).
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Toinen ongelmatehtävä
1. Miltä ratkaiseminen tuntui?
Vastaus: Ratkaisua oli kiva selvittää, koska tehtävä oli aika helppo avun kanssa.
2. Mikä oli tärkeintä ratkaisun saavuttamisessa?
Vastaus: Selvittää, että tehtävässä tarvitaan Pythagoraan lausetta.
3. Miltä ohjaus tuntui?
Vastaus: Hyvältä, joka auttoi.
4. Kuinka vaikea tehtävä oli?
Vastaus: 2 (melko helppo).
5. Kuinka kiinnostava tehtävä oli?
Vastaus: 5 (kiinnostaa paljon).
Kolmas ongelmatehtävä
1. Miltä ratkaiseminen tuntui?
Vastaus: Haastava, tosi haastava. Kivaa, kun se on ratkaistu.
2. Mikä oli tärkeintä ratkaisun saavuttamisessa?
Vastaus: Tajuta, että voi käyttää sen ison pallon laskuja hyödyksi. Tehä samoja
toimenpiteitä pienelle pallolle.
3. a) Miltä ohjaus tuntui?
Vastaus: Hyvä, ei paljastanut liikaa.
3. b) Saitko itse ahaa-elämyksiä?
Vastaus: Kyllä. Vaikka että kannattaa käyttää verrantoa.
4. Kuinka vaikea tehtävä oli?
Vastaus: 5 (vaikea) [Kommenttina: ”En ois kyllä ilman ohjausta osannu.”]
5. Kuinka kiinnostava tehtävä oli?




loppuhaastattelun kysymykset ja vastaukset
1. Mikä sinusta on ongelmanratkaisua?
Vastaus: Sitä, et selvitetään joku tuntematon annettujen tietojen avulla.
2. a) Mistä pidit ongelmanratkaisutehtävien ratkaisemisessa?
Vastaus: Haasteista ja siitä, jos keksi, miten ongelman voi ratkaista.
2. b) Miksi pidit siitä, mitä kerroit?
Vastaus: Siinä pystyy haastamaan itseään ja oppimaan lisää.
2. c) Mistä muusta pidit?
Vastaus: Pidin ohjauksesta, joka johdatteli löytämään ratkaisuja.
2. d) Suositko erityisesti jotakin tiettyä strategiaa?
Vastaus: Kuvan piirtäminen, ohjeen lukeminen huolella, moneen kertaan.
3. a) Tuleeko mieleesi joku tehtävä, josta pidit erityisesti?
Vastaus: Viimeinen tehtävä.
3. b) Miksi pidit siitä?
Vastaus: Eniten haastetta, mutta sain sen ratkaistua avun kanssa.
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3. c) Erosiko se muista tehtävistä jotenkin?
Vastaus: En ollut tehnyt aikaisemmin sen kaltaista tehtävää.
4. a) Kerro mistä et pitänyt ongelmatehtävien ratkaisemisessa.
Vastaus: Jos en ite pystyny päättelemään, että mitä pitäis seuraavaks tehdä.
4. b) Miksi et pitänyt siitä?
Vastaus: Koska mulla ei ollut tarpeeks kokemusta sellasesta tehtävästä.
4. c) Mistä muusta et pitänyt?
Vastaus: -
5. a) Mitä ohjauksessa oli hyvää?
Vastaus: Hyvää oli se, että neuvot eivät kumminkaan paljastaneet sitä, että mitä
pitää tehdä, vaan piti itse miettiä.
5. b) Mitä ohjaaja olisi voinut tehdä paremmin?
Vastaus: -
5. c) Miten ohjaus erosi aiemmin matematiikan tehtäviin saamastasi oh-
jauksesta?
Vastaus: Siten, että kaikki, mitä tulee seuraavaksi tehdä piti itse miettiä.
6. a) Muuttuiko suhtautumisesi ongelmatehtäviin tehtävien ratkaisemisen
aikana?
Vastaus: Muuttui.
6. b) Jos muuttui, niin kerro miten?
Vastaus: Ongelmatehtävien ratkaiseminen ei tunnu yhtä toivottomalta.
6. c) Mistä arvelet tämän johtuvan?
Vastaus: Nyt tiedän, että aluksi selvitän mitä kysytään, sitten piirrän kuvan ja
mietin ratkaisukeinon.
7. a) Miten ongelmatehtävien ratkaiseminen eroaa tavallisesti ratkaisemis-
tasi matematiikan tehtävistä?
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Vastaus: Ongelmatehtävät ovat yleensä haastavampia.
7. b) Mistä mahdollinen ero johtuu?
Vastaus: Yleensä niissä ei ole valmista ratkaisumenetelmää.
8. a) Lisääntyikö tai vähenikö kiinnostuksesi ongelmanratkaisua ja mate-
matiikkaa kohtaan?
Vastaus: Lisääntyi.
8. b) Mistä arvelet tämän johtuvan?
Vastaus: Mua ei enää pelota ratkaista ongelmaa, koska tiedän, mistä aloittaa.
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Liite E
Kuva E.1: Ratkaisu ensimmäiseen ongelmatehtävään.
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